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A mechanikdban deduktiv targyalasi modot kovettiink: az alapegyenleteket (a
Newton-egyenleteket) posztulaltuk és kiilonféle kovetkezményeit vizsgaltuk. Az elekt-
rodinamikaban az induktiv eljarast valasztjuk: az alapegyenleteket (a Maxwell-egyen-
leteket) bizonyos alapjelenségekbdl probaljuk meg kikovetkeztetni. Az elektrosztatika
jelenségeivel kezdjiik.

2.1. Az elektromos mezd

Mechanikus titon bizonyos testek elektrizdlhatok: képessé valnak arra, hogy kozvetlen
érintkezés nélkiil er6hatést gyakoroljanak egymaésra.
A jelenséget az elektromos tiltés fogalmanak a segitségével interpretaljuk. Az

elektromos toltésre vonatkozo alaptények:

a). Az eréhatas elgjele alapjan megallapithato, hogy kétfajta elGjeld toltés
letezik.

b). A szimmetria kihasznalasaval elérhets, hogy két egyforma gémbon
azonos mennyiségi és elGjeld toltés legyen felhalmozva.

c). A toltés mennyisége a ponttoltések kozott hato

2
q

F~ = 1
2 (1)

Coulomb-erd alapjan tehet6 mérhetévé. Ponttoltésen olyan véges kiterjedési toltést
értiink, amelynek mérete az adott feltételek k6zott (pl. az r mellett) elhanyagolhatéan
kicsi.

A ~ aranyossagot jelol. A legtermészetesebb az volna, ha az

alakot valasztanank, és azt a toltésmennyiséget neveznénk egységnyinek, amelyek 1m
tavolsagbol 1N erGvel hatnak egymasra.

Az SI-ben nem ez a helyzet. Az dramerGsség egységét — az ampert — tekintik
alapegységnek, amelynek nagysagat a technikai alkalmazasok szempontjabél valaszt-
jak meg (1d. késébb a magnetosztatikat). A toltés SI egysége ezért az A.s, amelyet
coulombnak neveziink: 1C' = 1A4.s.

Semmi ok sincs arra, hogy két, egyenként 1C' nagysagu toltés 1m tavolsagbol ép-
pen 1N er6vel vonzza egymast. Ezért az (1)-bol csak akkor lesz egyenlség, ha a
jobboldalra megfelel§ aranyossagi tényezét irunk. Ezt a tényezot (4meg) ™ '-el jelolik.

Két azonos nagysagu toltés kozott tehat az

2
F=—1_
4meqr
ers, a q és a ¢’ kozott pedig az
/
qq
F= 2
Ameqr? 2)



er§ hat. Ennek a képletnek a segitségével — a toltés, a tavolsag és az er§ mérté-
kegységének a birtokdban —, empirikus iton megallapithatd az ¢y paraméternek —
a "vakuum permittivitasinak" — a szamértéke. Ezt talaljuk:

€0 = 8,854.10 " 2C?°N~1m~2.

1 7
Keésobb latni fogjuk, hogy ez a szam 4—02—el egyenld, ahol ¢ = 2,998.108m.s~!
e

kovetkezménye.

Meg kell vizsgalnunk, hogy az elektrosztatikus kolesénhatas tdvolhato-e vagy k-
zelhato. Rogzitsiik a ¢ toltést és mérjiik a ra hatd er6t, amikor a g-toltés helyét
valtoztatjuk. Ha az er6t a ¢ pillanatnyi helyzete hatarozza meg a (2) alapjan, akkor
tavolhatasrol beszéliink (vagyis a "tavolhatas" kifejezés nem szinonim azzal, hogy a
toltések kozvetlen érintkezés nélkiil hatnak egymaésra). A valosdgban azonban a (2)
alapjan varhato er6hatés csak bizonyos késéssel jelentkezik, és ez a kozelhatéas jele.
Ebben az esetben ui. logikus feltenni, hogy a ¢’ toltésre nem kozvetleniil a ¢ toltés
hat, hanem az a ¢’ helyén! 16v6 elektromos mez6 (elektromos tér), amely a ¢ toltést
koriilveszi. Amikor ¢-t mozgatjuk, az altala létrehozott elektromos mez6 valtozik, de
ez a valtozas ¢ helyétdl kiindulva véges sebességgel (mint latni fogjuk, vakuumban a ¢
fénysebességgel) terjed. Ezért figyeljiik meg a ¢’-re hat6 er6ben csak bizonyos késéssel
a q helyzetében bekévetkezett valtozéast.

Mekkora erd hat a ¢’ toltésre, amikor E nagysagu elektromos mezsben (E tére-
résségi pontban) tartézkodik? A legegyszeriibb feltevés az, hogy az er§ nagysaga a
q és az E szorzataval egyenlG:

F=(¢E. (3)

A (2)-vel val6 sszevetésbol kovetkezik, hogy ezen feltevés mellett egy ¢ toltés 6nma-
gatol r tavolsagra
q
-4 4
4eqr? )
elektromos mez6t hoz 1étre.

A (2)-nek ez a "két lépcs6re bontasa" més, bonyolultabb médon is lehetsége volna,
de a (3), (4) felosztas bizonyult termékenynek: az elektromagneses mezd alapegyen-
letei ennek az elektromos mez§ fogalomnak az alapjan a legegyszeriibbek.

Az er6torvény pontos egyenletének az er6hatds iranyat is ki kell fejeznie. Az R
pontban 1év6 ¢ ponttoltés az R’ pontban talalhato ¢’ ponttoltésre az

/!
F=—2M21 _ (R-R) (5)
4meo|R' — R|?

LA ¢’ "kizelében" — innen a kozelhatds kifejezés.



Coulomb-erével hat. A ¢’ altal a g-ra haté erét ugyanezen szabdly 2 alapjan kap-
juk, azaz (5)-ben fel kell cserélni a vesszGs és a vesszStlen mennyiségeket. Nyilvan
ﬁqﬂql = —F’q/ﬂq, tehat a hatéas-ellenhatés torvénye teljesiil.

Az R pontban elhelyezett ¢ ponttoltés altal az 7 "futé" pontban (vagy "megfigye-
lési" pontban) létrehozott elektromos mezét az

E(M=—21 . (- R) (6)

B dreo|7 — RJ?

képlet hatarozza meg, ezért (5) az

F=qE®R) (7)
alakban is irhaté.

A ponttoltés altal letrehozott (6) elektromos mezst Coulomb-térnek (Coulomb-me-
z6nek) hivjak. Ez azonban csak egy speciélis esete a lehetséges elektromos mezsknek.
Az elektromos mezd elvben tetszéleges eloszlasi lehet a térben és az idében is valtoz-
hat. A Maxwell-egyenletek alapjan lehet eldonteni, hogy adott fizikai feltételeknek
milyen elektromos mez6 felel meg. A qE er6t Coulomb-erének nevezziik akkor is, ha
benne E nem egy masik ponttoltés elektromos tere.
kapunk, ha a tér minden pontjihoz hozzarendeliink egy vektort. A tér 7 pontjihoz
hozzarendelt V (7) vektor az 7 helyzetvektori pontban van (ebben a pontban "hat"
— ha er6nek tekinthets), nem szabad tehat egy 7 kezdSpontu, és valamilyen masik
7 végpontu szakaszként elképzelni. A V(F) komponenseit az 7-beli lokdlis bdzisban
(Mechanika-jegyzet 5.fejezet) adjuk meg.

Azokat a térgorbéket, amelyek minden pontjukban érintik a V vektormezonek az
ugyabban a pontban 1év6 vektorat, a V mezs erdvonalainak, vagy dramvonalainak
nevezziik.

2.2. A toltés mint az elektromos mezé forrasa, az elektroszta-
tika 1l.alapegyenlete

Az R pontban 1év6 ponttoltés (elektromos terének az) aramvonalai az R pontbol
"aramlanak ki". Ez a kifejezés a folyadékdramra utal, ami természetesen képletesen
értends. De az elektromos mezé és a folyadék dramvonalainak az analégiija segit az
elektrosztatika egyik alapegyenletének a megfogalmazasaban.

Képzeljiink el valamilyen Osszenyomhatatlan folyadékot, amely térben aramlik.
Az aramlés legyen stacionér (id6ben véltozatlan). A folyadék sebessége vektormezét
hataroz meg (sebességmezd), amelynek értéke az 7 helyzetvektorta P pontban a P-ben
megfigyelhetd () aramlasi sebességgel egyenls. Kérdés: Hogyan lehet a ¥(7) mezd

2Nem pedig ugyanezen képlet alapjan.



ismeretében megtalalni (feltérképezni) a forrasok és a nyel6k (negativ forrasok) térbeli
eloszlasat?

Valasszunk Descartes-rendszert, a P koordinatai legyenek ¥ =z, y, z. A P koriil
képzeljiink el egy (Az, Ay, Az) élhosszusagu infinitezimalis "kockat". Az yz sikkal

parhuzamos két lap z-koordinataja legyen x + §A;v = z1. Ha a folyadék strtiségét 1-

nek valasztjuk, akkor az z_ oldallapon méasodpercenként v, (z—, y, z)-Ay-Az mennyi-
ség folyadék dramlik a kockaba, az 24 oldallapon keresztiil pedig v, (x4, y, 2)-Ay-Az
mennyiségi folyadék aramlik ki bel6le. Az dramlés z-irdnya komponense alapjan te-
hat a kockdban méasodpercenként

avm(xa Y, Z)

[v2(24) = va(2-)]AyAz = ———~

ArAyAz (8)
mennyiségi folyadéknak kell keletkeznie.
A (8) felirasanal felhasznaltuk, hogy  infinitezimélis kockarol lévén szo

1 0vy(z, y, 2) 2

1
'Um(xia Y, Z) = Um(x:t §AJ;7 Y, Z) = Um(xa Y, Z) +
Hasonl6 meggondolas végezhets a mésik két oldallap-parra vonatkozéan is, és igy
arra jutunk, hogy ha az aramlast a ¥(z, y, z) sebességmezs hatarozza meg, akkor az
x, y, z koordinataja pont koriili kis AQ = Ax- Ay - Az térfogatban méasodpercenként

6’1)1(557 Y, Z) + 6’Uy($, Y, Z) + 6’0’2(1;’ Y, Z) A:’EAyAZ
ox dy 9z

mennyiségi folyadék jon létre. A zardjelben lévs kifejezés tehat — amelyet a ¢ me-
73 divergencidjdnak neveziink és div v-vel vagy V - -vel jeloliink,  a forrasok s(7)
stirtiségét hatarozza meg:

div U = s.

Ez a stacionér dramlds mérlegegyenlete, és az kdvetkezik bel6le, hogy a tér azon
tartomanyaiban, amelyekben nincsenek forrasok, fenn kell allnia a

divt =0

stacionér kontinuitdsi eqyenletnek.

A feltett kérdésre tehat a vélasz az, hogy a forrasok feltérképezése a divergencia
kiszamitasaval torténik.

A Mechanika-jegyzetben targyalt lokalis bazisok hasznalata esetén a divergencia



a kovetkezd képletek segitségével szamithato ki:

% 4 % 4 AL Descartes
ox y 0z
10 10V,
2 (pv)+ 2 sikbeli polar

. p ap (p P) p BQD

div V = (9)

12( )+1%+8VZ henger
pOp PYe p Oy 0z &
10 ,, 1 9V, 1 0, . P
r_QE(T T) + rsinﬁ% rsinﬂ%(smﬁ.vﬂ) gOmbi

1.Feladat: Igazoljuk (9) 3.sorat.

Igazolas vazlata: Az 7= (p, ¢, z) pont koriil kis térfogatelemet rajzolunk, amely-
nek élei a Ap, Ay, Az koordindtakilonbségekkel jellemezhetSk. Vegyiik pl. azt a két

1 -
hatéarolo feliiletet, amelyen p = pL = p+ EAp. A V-t tekintsiik dramlasi sebességnek
(akarmi is a valodi fizikai jelentése). A p_ feliileten bearamlé folyadék mennyisége
Volp—, ¢, 2)p—ApAz, a py-n kidramloé pedig V,(p4, ¢, 2)p+ApAz (figyelembe
vettiik, hogy a p iranyra merdleges feliiletelem nagysaga pA@Az). Ilymodon a tér-
fogatelemben a p-irdnya aramléas kdvetkeztében masodpercenként keletkezd folyadék
mennyisége
Volpt, 0. 2)ps = Volo—, @, 2)p-] ApAz =

LoV, (p, », 2) 1
[(Vp(p, v 2)+ 5 9 Ap){p+3hp

190V, (p, o, z
- (Vp(m @, 2) — 5%@)

[%—‘prAp + V,,Ap] ApAz = AlpV,|ApAz = 9

ahol AQ =Ap-pAp-Azsit. &

— 1
2.Feladat: Szamitsuk ki a V4 = —&, mez6 divergencidjat.
r

Megoldas: B
Vie = Virs Vi, Vi) = (r, 0, 0),

- 10 1 .
ezért div Vj, = P2k = (2 — k)——. Igy pl. div V_; = div ¥ = 3, ezért az olyan

r2 or rkt+l’

dramlas, amelynek a sebességmezGje 17_1, csak akkor tarthaté fenn, ha a tér minden
pontjadban masodpercenként és térfogategységenként 3 egységnyi folyadékmennyiség
keletkezik (emlékeztetiink ra, hogy a strtiséget 1-nek vettiik).



Mivel div 172 =0, a 172 mezének — ugy latszik, — sehol sincs forrasa (se nyel&je).
Meg kell azonban jegyezniink, hogy (9) csak ott hasznélhat6 a divergencia kiszami-
tasara, ahol a komponensek differencidlhato fiiggvények. A Vs komponensei az ori-
géban bizonyosan nem differencidlhatok, ezért ezt a pontot kiilon meg kell vizsgélni.
Az aramvonalak mind az origobodl erednek, és az r-sugara gomb egységnyi feliiletén
athalado folyadékaram Vo = 1/r2-el egyenls. Ebbol egyértelmiien kivetkezik, hogy az
origéban pontszeri forras mikddik, amely méasodpercenként 4712V, = 47 mennyiségi
folyadékot termel. Egy ilyen forras sdrisége mindeniitt nulla, magaban az origéban
azonban végtelen. Ez a tulajdonsag a Dirac-féle delta-fiiggvény segitségével fejezhets
ki:

s(7) = 4w (7).

Ez a V5 mez§ forrassiiriisége, és ezért erre a mezdre a stacionér kontinuitasi egyenlet
a kovetkezs:

div (%f’) = 476 (7). (10)

Az "elektromos mezs «— sebességmezd" (formaélis) analogiaja,valamint az erévo-
nal-kép alapjan sejthetd, hogy a toltésstiriiség az elektromos mezd forrasstriiségének a
szerepét tolti be, és ezért a tér azon pontjaiban, ahol nincs toltés, az E divergenciaja
7Z€rus:

divE =0 (toltésmentes tartomanyban).

Azokban a pontokban, ahol van toltés, a jobboldalon az elektromos mezd forrasstrti-
sége szerepel, amelyrél feltessziik, hogy a p(7) téltéssiriséggelr aranyos:

divE =k - p(7). (11)

A toltésstirtiség skaldrmezd (a tér minden pontjaban egy szam), amelyet abbol a
kovetelménybdl hatarozunk meg, hogy a p(7) - AQ szorzat az 7 koriili AQ térfogatban
talalhat6 toltés mennyiségével legyen egyenld.

Kérdés: Mivel egyenld egy ponttoltés toltésstrisége? A i-fliggvény

/5(?— R)dQ =1 (R tetszoleges konstans vektor) (12)

alaptulajdonsagabol kévetkezik, hogy az R pontban elhelyezked6 q ponttdltés toltés-
stiriisége qo (7 — ﬁ)—el egyenls. Megjegyezziik, hogy ez a kifejezés dimenziondlisan (is)
helyes, mivel (12) szerint [§(7 — R)] = m 3.

A k aranyossagi tényezs értékét a ponttoltés Coulomb-tere segitségével hataroz-
hatjuk meg. Ha ugyanis (11)-t erre az esetre alkalmazzuk, akkor a baloldalon E(f’) =

3 A toltésstirtiséget és a hengerkoordinatakban a sugarat egyarant p-val jelsljiik. Ha nagyon zavaro,
a sugarat jeloljiik at r-re. A toltésstirtiségre ajanlatos megtartani a p jelolést.



1
1 — 7, a jobboldalon pedig p(7) = ¢d() (feltessziik, hogy a ponttéltés az origoban
TEQT

van, azaz R = 0). Ezeket (11)-be helyettesitve a

egyenlségre jutunk. Ezt (10)-el sszehasonlitva azt talaljuk, hogy k = 1/eq, és ezért
(11) a

diveoE = p (13)

alakban is irhat6. Ez az egyenlet az elektrosztatika elsG alapegyenlete és egyben a
Maxwell-egyenletek egyike (ezért kereteztiik be).

Kérdés: Hat-e egy toltés Coulomb-erével 6nmagéara a sajat elektromos terén ke-
resztiil?

Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy matematikai értelemben pontszert toltésnél a
kérdésnek nincs értelme, mert ebben az esetben a toltés altal elfoglalt matematikai
pontban az elektromos mez§ végtelen nagysagu és hatarozatlan irdnyud, ezért nem
vezet hatdrozott Coulomb-erére. Ha azonban a ponttoltést kicsi de véges nagysagu
merev objektumnak tekintjiik, amint azt eddig is gondoltuk, a kérdés értelmes, és
hatarozott igen valaszt kell r4 adni. Semmi okunk sincs ugyanis feltenni, hogy egy
ilyen toltéseloszlas kiillonb6zG részei nem hatnak Coulomb-erével egymasra. [zoldlt
toltésnél ez az er az objektumban haté tobbi bels6 erével egyiitt pontosan kompen-
zalodik (az ereddjiik zérus), ellenkezd esetben ugyanis az izolalt objektum gyorsitana
onmagat, ellentmondasban a tehetetlenség torvényével. Sztatikai feladatokndl ezért a
sajattér erGhatasatol éppugy el lehet tekinteni, mint mas belsd erdktdl. A Sugdrzdsi
visszahatds c. fejezetben azonban latni fogjuk, hogy egy gyorsuld toltés az elektro-
magneses tere kovetkeztében fékezs erével hat dnmagara (sugdrsirlédds), ezért ebben
az esetben a bels6 er6k nem kompenzaljak teljesen egymast.

3.Feladat: Legyen a p;-hez tartozo elektromos mezé E;. Igazoljuk (13) segitsé-
gével, hogy p =3 p;-hez E = E; tartorik.

Megoldas:
Ha az egyes p; toltéssirtiégekre vonatkozo

div EOEi = pPi

egyenleteket 0sszeadjuk, a div operacié linearitdsa miatt azt talaljuk, hogy a feladat-
ban definialt p és E kielégiti (13)-t.d

*kk
Faraday és Maxwell az er6vonalakat nem sebességmezének, hanem rugalmas szd-

laknak képzelte el, amelyek sajat irdnyukban 0sszehtzodni igyekeznek, az iranyukra
merdlegesen pedig nyomoerdt fejtenek ki (1.4bra).



i ==

1. abra.

Maxwell ezt a hatast a (pozitiv) nyulasi fesziiltség és a (negativ) nyomofesziiltség
segitségével irta le, amelyek nagysagit az E térergsség hatarozza meg a o = + O p2
képlet alapjan (Mazwell-fesziltség). Az dbrakat a kbvetkezé modon kell érteni: az erd-
vonal-rendszer htz6- vagy nyomoerst gyakorol a szomszédos (kipontozott) tartomény
hatarfeliiletére; az eré nagysagat és iranyat csak az erGvonalak strtisége (az E tére-
risség) és a hatarfelillethez viszonyitott helyzete hatarozza meg, és egyaltalan nem
fiigg attél, mi van a hatéarfeliilet mogott. A AA feliiletelemre gyakorolt eré o - A A-val
egyenld.

Vegyiink példaként két ponttoltést és allitsunk merdleges sikot a ponttoltéseket
Osszekots egyenes felezGpontjara. A Maxwell-fesziiltség képlete alapjan egy integralés
segitségével konnyen kiszamithatjuk azt az er6t, amelyet a sik egyik oldalan lévé ers-
vonal-rendszer gyakorol a sik mésik oldalan 1év6 rendszerre (a "sikra"). Ha a toltések
kiilonboz6 elGjeliek, az erévonalak merdlegesen metszik a sikot és a sikra hato teljes
huzofesziiltség megegyezik a toltések kozott hatdo Coulomb-erével. Ennek igy is kell
lennie, hiszen a sik egyik oldalan 1év6 erGvonalak hiz6 hatasa a méasik oldal erévona-
lain keresztiil végiil is a pontoltésnek, ill. a ponttoltést rogzité tarténak adodik at.
Hasonl6 a helyzet az azonos toltést toltésparnal is azzal a kiilénbséggel, hogy a felezd
sik egyik oldalan 1év§ er6vonalak nyomohatést fejtenek ki a sikra.
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2.3. A sztatikus elektromos mez8 munkija, az elektrosztatika
2.alapegyenlete

Tekintsiink egy altalanos 13(77') erGteret. Az erStér altal az [ Gton végzett W munkat
a [ F- dfvonalintegrél adja meg. Az integrandusban dl =t dl, ahol ¢ az utat érints

1
egységvektor. Adott végpontok mellett a munka altaldban fiigg az uttol.

4.Feladat: Legyen F(m,y,z) = (Fm(x,y,z), F,(z,y,2), Fz(x,y,z)) = (ay, 0, 0)
(o = konst), az ut kezdépontja legyen az origo, végpontja pedig az zy sik (a, b, 0)
pontja. A munkat szamitsuk ki két kiilonboz6 1, lo uton. Mindkét ut alljon két
egymaésra merdleges egyenesszakaszbol, az [y elsé szakasza legyen az x-tengely, az lo-é
az y-tengely.

Megoldas:

a b
Wi :/ F,(x, 0, O)d:v—i—/ F,(a, y, 0)dy =0,
0 0

b a a
Wy = / F,(0, y, 0)dx —|—/ FE.(x, b, 0)dz = / ab-dr = aab # 0.%
0 0 0

Annak, hogy (adott végpontok mellett) a munka fiiggetlen legyen az uttél, az a
sziikséges és elégséges feltétele, hogy tetszbleges zdrt konturra teljesiiljon az

j{ﬁ .dl=0 minden zrt kontirra (14)

egyenlGség: a térvektor cirkuldcidja legyen zérus.

Ez a feltétel azonban nyilvanvaloan egyenértéki azzal az attekinthetébb kovetel-
meénnyel, hogy a cirkulacié az 6sszes zart infinitezimdlis kontirra tinjon el.

Az infinitezimélis kontirokat a kontir altal hatarolt AS teriilet és a kontur térbeli
orientacidja jellemzi. Ez utébbit a kontir sikjara merdleges 7 egységvektorral adjuk
meg. Ahhoz, hogy egyértelmien eldonthessiik, a stk melyik oldalan kell 7i-t félven-
niink, a kontiron meg kell adni a pozitiv irdnyt tgy, hogy az 7i-el egyiitt jobbcsavart
alkosson.

Ha az infinitezimalis konturt a tér 7 pontjaba helyezziik, a pozitiv irdny mentén
szamitott kontirintegral értékét a

AW = (rot F-i)AS (15)

képlet hatarozza meg, amelyben rot F =V x F az F mez6 rotdcioja. Ezt a képletet a
rot F komponenseit ki lehet szamitani.
Legyen pl. a kontur az xy sikkal parhuzamos helyzeti (7 = €,), alakja pedig

Az, Ay oldalua téglalap. Az y-tengellyel parhuzamos oldalak mentén 77 altal rogzitett
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pozitiv irAnyban végzett munka a kovetkezs:

OF,
Fy(x-l‘u Y, Z)Ay—Fy(JI_, Y, Z)Ay: a—yA:EAya
i
ahol .
Ty =x £ §A$,
a teljes konturon végzett munka pedig hasonlé megfontolasbol
OF, OF,
AW, = | =2 — —2 | AzAy.
( ox Jy ) ey

Itt AxzAy = AS a kontur altal hatarolt teriilet.
Ugyanigy kapjuk az yz, valamint a zx sikokkal padrhuzamos konttrokon végzett
munkat:

or. _or,

Jy 0z
oF, OF,

AW, = | — — AzAz.

Wy (82 6:10) o

A (15) szerint az infinitezimalis teriileteket szorz6 koefficiensek a rot F komponen-
sei Descartes-koordinatakban:

rot F = an—% €r + %—6FZ ey + %—6Fm €.
0y 9z ) " 0z ox )Y Ox ay )~

AW, = ( ) AyAz

A rotacio kifejezése henger- és gémbi koordinatdkban a kdvetkezs:

) 10F, OF,\ . [(0F, OF.\. 1/[8(F,) OF)\ .
fFo— (1252 _ 9% 9Fp _ 1 ¢) 9% &
" (p&p 3Z>ep+(3z 3p)e“’+p< dp 3<ﬂ)e’
2 1 0 . (9F19 N 1 (9(7“F19) BFT 5
rot = e {%(smﬁ-ﬂ(,)——} rt o [ 5 " 99 €y +

1 0F, 10 .
— 22 (rF .
Linﬂ Op r@r(r @)} 0

5.Feladat: Igazoljuk, hogy minden centralszimmetrikus vektormezs rotaciomen-
tes.

Igazolas: Egy centralszimmetrikus vektormezének csak a radidlis gémbi kompo-
nense kiilonbozik zérustol, és ez csak r-t6l fiigg. Ezért a gombi koordinatakban felirt
rotacié minden tagja zérus.de

Ez a feladat mutatja, hogy egy ponttéltés Coulomb-tere rotacidmentes. De akkor

a rot -miivelet linearitdsa kovetkeztében  tetszdleges toltésrendszer elektromos
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terének a rotécidja is zérus, és az elektrosztatika masodik alapegyenleteként kimond-
hatjuk E rotacidbmentességét:

rot £ =0. (16)
Ezt az egyenletet nem kereteztiik be, mert nem szerepel a Maxwell-egyenletek kdzott:

csak sztatikus esetben érvényes, amikor a Maxwell-egyenletekben szerepls id&derival-
tak nullak.

. 1 ) .
6.Feladat: Legyen U, = — €. Abréazoljuk az Uy mezG er6vonalszerkezetét és
P

Megoldas: Az er6vonalak z-tengelyre merdleges korck, kozéppontjuk a z-tenge-

lyen van. Hengerkoordindtadkban csak az Uy, = 1/p* komponens kiilénbozik zérustél,
~ 1
ezért rot Uy = (1 — k) ——€..
p

Kiilon figyelmet érdemel a £ = 1 eset. Mivel rot U, = 0, azt varnank, hogy az U,
mezG6 a cirkulacié minden zart kontaron zérus. Ez azonban csak azokra a konttrokra
érvényes, amelyek nem olelik koriil a z-tengelyt. Egy (pozitiv irdnyitottsagi) r-sugara
koron pl. a kontuarintegral értéke a kor sugaratol fiiggetleniil 27-vel egyenls. Ez arra

utal, hogy a z-tengelyen — de csak ott, — rot —€, # 0. A Stokes-tételbSl — amelyrél
p
kés6bb lesz sz6 — kovetkezik, hogy

rot %Q, =270(x) - 5(y).d (17)

Fiiggelék: A delta-fiiggvény.

Egy dimenziéban a J-fliggvény alaptulajdonsagat az

b 1 haa<&<b
/5(x—§)dx:

0  egyébként

képlet fejezi ki. Ez mutatja, hogy a §-fliggvény minden x # £ pontban zérus, £-ben
végtelen: nagyon keskeny, magas csticsnak kell elképzelni az x = £ pontban.
Az alapképlet altalanosabb formaja:

b f¢&) ha a<&<b
JRCREENE
a 0 egyébként.

Parcialis integralassal belathato, hogy a d-fliggvény derivaltja a kovetkezs alaptu-
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lajdonsaggal rendelkezik:

b —f'(¢) haa<&<b
JECR RS

0 egyébként.
Haromdimenziés térben az alapképlet
. 1 ha 5 e N
o(F—&)dQY =
@ 0 egyébként

és ebbdl lathaté, hogy

—

6(F = &) = d(x — &) -0y — &) - (2 — &)

Az alapképlet altalanosabb forméaban:

—

) (&) ha feq
()7 = €)dQ =
@ 0  egyébként.

A §(7) gradiensét a térbeli parciélis integralason keresztiil értelmezziik (Id. a to-
vabbiakban a Térbeli parcidlis integrdlds formuldi c. részt).

7.Feladat: Milyen toltésstirtség mellett lehetséges az E = (@ - 7)7 elektromos
mez6 (d@ konstans vektor)?

Megoldas: Semmilyen toltésstirtiség mellett sem lehetséges, mert a rotacidja nem
nulla: pl. rot ;F = ayz — a,y.é

2.4. A Poincaré-azonossagok
A két Poincaré-azonossag a kdvetkezs:
1).Béarmely A vektormezs rotéacidja divergenciamentes:
divrot A= (6 (V x /_1')) =0.
2).Bérmely S skaldrmezd gradiense® rotdciémentes:
rot grad S = (6 X §S) =0.

8.Feladat: Igazoljuk a Poincaré-azonossagokat.de

Veégtelen euklideszi térben a Poincaré-azonossagok megforditéasa is igaz:

4A gradiens diszkussziojat 1d. a Mechanika-jegyzet 6.fejezetében.
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1).Ha egy V vektormezs divergenciamentes, akkor taladlhat6 olyan A vek-
tormezd, amelynek rotacioja V-vel egyenld:

-

V = rot A.

Az A a V-hez tartozo vektorpotencidl.

Megjegyzés: Ha A a V-hez tartozoé vektorpotencial, akkor  a 2.Poincaré-azonos-
sag kovetkeztében — A=A+ grad S is az tetszéleges S-nél.

A divergenciamentességnek mindeniitt teljesiilnie kell, ezért a 2.feladat %—jéhez
nem tartozik vektorpotencial.

2).Ha egy V vektormezé rotacidémentes, akkor taldlhato olyan S skalarmezd,
amelynek a gradiense V:
V= grad S.

A ® = - skalarmezs a V-hez tartoz6 (skalar) potencidl (nem tévesztends dssze a
potencialis energiaval, 1d. a kov. fejezetet).

A rotacidmentességnek mindeniitt teljesiilnie kell, ezért a 6.feladat U'l—éhez nem
rendelhets potencial.

2.5. Az elektrosztatikus potencial

Az elektrosztatika 2.alapegyenlete szerint E rotaciomentes, ezért a 2.Poincaré-azo-
nossag megforditasa alapjan felirhato egy ® potencial negativ gradienseként:

E = —grad ®. (18)
A g toltésre hatdé Coulomb-erét a potencidlon keresztiil az
F = —grad (¢®)

képlet adja meg. A Mechanika-jegyzet 1.6 fejezetével vald Osszevetés mutatja, hogy
az U er6fiiggvény szerepét a q® szorzat jatssza:

U = q9d.

Mivel az er6fiiggvény egyben potenciélis energia is (Mechanika-jegyzet 1.7 fejezet), a

q ponttoltés potencialis energidja az E elektromos térben q®-vel egyenld, és

-,

/lﬁ-df: q®(b) — q®(a)

a Coulomb-erd éltal az @ kezds- és gvégpontﬁ [ kontdron végzett munka. Ha ezt az
egyenletet g-val végigosztjuk, az

/E -dl = ®(b) — B(a) (19)
l
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egyenletre jutunk: az elektromos mez6 vonalintegralja az elektrosztatikdban megegye-
zik a potencial végpontokban felvett értékeinek a kiilonbségével.

9.Feladat: Hatérozzuk meg (talaljuk ki) a ponttéltés (6) elektromos teréhez tar-
tozd potenciélt, és két ponttoltés potencialis energiajat.
Megoldas: Gradiensképzéssel ellenérizhetd, hogy az R pontban 1év6 pontban 1évs

ponttdltés potencialja
q

S (20)
dmeg|7” — R)|
ahonnan ,
SHN (21)
dmeg|7 — R)|
Megjegyzés: Hasznaljuk az
- T
Vr = — 22
r=: (22

képletet.de
Ha (18)-t az 1.alapegyenletbe helyettesitjiik és hasznaljuk a divgrad = V? jeldlést,

1
V2 =——p (23)
€0
Poisson-egyenletet kapjuk, amelyben
0%S  9°S 028

-— D
022 + 02 + 922 escartes
1 0 oS 1 028 9%S
V23S = —— | p= — =+ — h
p Op (p 8p> p? 0p? NPE oneet
82_54_2 %_Fil 82_S+i @_FiCOSﬁ @ ombi
or2 " r Or  r2sin?9 0¢?  r2 992  r?sind 99 gom

Ez az egy egyenlet egyenértékii az elektrosztatika két alapegyenletével, mert ha kisza-
mitjuk bel6le ®-t, akkor E= —grad ® automatikusan kielégiti mindkét alapegyenle-
tet. Az egyenletek szaménak ezen redukci6ja miatt a Poisson-egyenletet hasznéljuk
az elektrosztatikai feladatok megoldéasara.

A Poisson-egyenletnek ismerjiik egy fontos megoldasat: ez (20), amely a ponttoltés
potencialja és igy a Poisson-egyenletnek is megoldésa, ha toltéssiiriségen a ponttoltés
toltéssiiriiségét értjiikk. Ezért ha (20)-t, valamint p = ¢d(7 — R)-t a (23) Poisson-
egyenletbe helyettesitjiik, érvényes matematikai Osszefiiggést kapunk, amelyet késGbb

hasznélni fogunk:
1 .,
V?—— = —476(7 — R). 24
= R 24)
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2.6. Elektrosztatikai feladatok megoldasa a Poisson-egyenlet
segitségével

A ponttdltés potencidljanak az ismeretében kénnyen fel lehet irni a Poisson-egyenlet

megoldo-képletét tetszbleges toltésstirtiségnél (amely a tér véges részét foglalja el).

Egy tolttéssirtség ugyanis gondolatban ponttéltésekre bonthato. Az 7 pont koriili

infinitezimalis d)’ térfogatelemben p(ﬁ)dﬂ' mennyiség toltés van felhalmozva, amely
az 7 futd pontban (20) szerint

létre (1d. a 3.feladatot):

/

() = /dQ’ o) (25)
dmeg |7 — 17|

Ezt a formulat hasznalhatjuk az olyan elektrosztatikai feladatok megoldasanal, ame-

lyekben adott toltéseloszlashoz kell meghatarozni az elektromos mez6t.

Ko6nnyen belathato, hogy a toltéssiirtiség véges kiterjedése kévetkeztében @ a vég-
telenben zérushoz tart. Az elektrosztatikiban megkoveteljiik, hogy a potencial tegyen
eleget ennek a természetes peremfeltételnek.

Kérdés: Egyértelmii megoldasa-e (25) a Poisson-egyenletnek? A vélasz: igen. Ha
ugyanis létezne még egy ® megoldas, akkor a ® — ' = @ kiilonbség nyilvan kielé-
gitené a

V@) =0

homogén Poisson-egyenletet, amelyet Laplace-egyenletnek neveznek. Mivel ®-nek és
®’-nek egyarant el kell tiinnie a végtelenben, ugyanennek kell torténnie ®g-al is. A
Laplace-egyenletnek azonban minden olyan megoldésa, amely a végtelenben eliinik,
mindentitt zérus, ezért ® nem kiildnbozhet ®-t6l.

A Laplace-egyenlet végtelenben eltiing megoldasainak ez a kiilénds tulajdonsaga
megérthetd abbol az észrevételbdl, hogy egy ®o(z,y, z) fiiggvénynek csak ott lehet
0%y 9°®y 0*®
0x2 " Oy?’ 022
azonos elGjeltiek. Marmost ha @ eleget tesz a

masodik derivaltak kiillonboznek zérustol és

sz€ls6 értéke, ahol a

2y 9?°®g L 0?d

0x? * oy? 022 =0

Laplace-egyenletnek, akkor ez a feltétel egyetlen pontban sem teljesiilhet, vagyis en-
nek az egyenletnek sehol sincs szélsé értéke. Egy végtelenben eltiing megoldasnak
azonban walahol kell széls értékének lennie — hacsak nem mindeniitt nulla.

10.Feladat: Hatarozzuk meg egy egyenletesen t5lttt korlap elektromos terét a
kozéppontra allitott meréleges mentén.
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Megoldas: A korlap fekiidjon az xy sikban, kdzéppontja legyen az origdban, a
sugara legyen R, Ossztoltése pedig q. Tekintsiik a korlapot végteleniil vékonynak. A
toltesstiriség ekkor feliileti jellegd, azaz p = o - 6(2'), ahol o a feliileti toltéssiriség:

—;{22 ha /2?2 +y? <R
™
0 egyébként
A megfigyelési pont helyzetvektora
7= (0, 0, z),

ezért

F=r| =22+ y2+ (z— 22 = /1% + (z — 2/)2.

Az 77 vektor hengerkoordinatait r/, ¢, 2'-vel jeldljiik, mert p’ dsszetéveszthetd volna
a toltésstriséggel. Ezért hengerkoordinatakban dQ' = r'dr'dy’dz’.
Mindezek figyelembevételével (25) a kovetkezd:

() 1 /27r o' B or'dr! o B rdr
7) = —— —_—= —_—
dmeg Jo 4 0o Vr2+22 20 Jo V12422
Az r’-integralt egyszerii kiszamitani:
R ! gt 2
r'dr R
[f ] -
0o Vr2422 VRZ + 22 + |z
ezért a z-tengely mentén a potencial
R2

g _ q
2600 JR2+ 22+ |2|  27eq [\/RQ—FZQ—I— |z|} ,

®(0, 0, z) =

a térerGsség pedig
0 q 1 z

S0z 2meo VR2 + 22 [|Z|+‘/R2+_z2] el

Szimmetriaokokbol nyilvan E,(0, 0, z) = E,(0, 0, z) = 0.&

11.Feladat: Hatarozzuk meg egy g toltésii 2a hosszlisagti egyenletesen toltott
szal potencialjat.

Ez(oa Oa Z) =

Megoldas: A szal essen egybe a z-tengellyel, a kozéppontja legyen az origoban.

o= 1 q [ dz’' 1 q/a_z d B
dmey 2a ), \/x2—|—y2—|—(z—z’)2_4ﬂ60 20 ) 4o 2+ P2 FUE
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o=z L4, Ve +y2+(a—2)2+a—z
= .—In .
—a—z 47T€0 2a \/$2+y2+ (a+z)2_a_z

&

1
i]n[u+ $2+y2+u2]
dmeg 2a

12.Feladat: Hatarozzuk meg egy egyenletesen toltétt kdrvonal elektromos terét
a kor kozéppontjara allitott mersleges mentén.

Megoldés: A geometria legyen ugyanaz, mint a 9.feladatban, a korvonal legyen a
kor keriilete. Akkor

1 q 27 Rdgﬁ/ q
Q(O, 0’ Z) = = 9
dmeo 2R Jo  /R2 + 22 4regr/ R2 + 22
E.(0,0,2)=-L.— = E,(0,0,2)=E,0,0, z) = 0.4

AT (R2 + 2237

2.7. A Gauss-tétel és a Stokes-tétel

1)A Gauss-tétel.
_ Legyen €2 tetszleges térrész amelynek a térfogatat is Q-val jeldljiik, ¥ a feliilete,
V pedig vektormezs, amelynek a divergenciaja €2-ban folytonos. Akkor érvényes a

/dQ-de:/ (V-di) (26)
Q p)
Gauss-tétel.

A baloldali integral térfogati, a jobboldali — amelyet a V mez6 S-ra vett fluzusd-
nak neveziink,  feliileti. d% = 7i-dY, ahol 7 a feliilet kiilsé normalisa (egységvektor),
dY. a feliiletelem. A pont, ha két vektor kozdtt dll, skalarszorzatot jelent. Ezt a képlet
jobboldalan zardjellel is kifejeztiik.

A tétel bizonyitasahoz tekintsiik V-t egységnyi strtségi folyadék sebességmezd-
jének, és osszuk fel -t infinitezimalis "sejtekre”. Legyen az i-k sejt térfogata df;,
s; pedig az i-k sejtben mésodpercenként termel6ds folyadék mennyisége, amit a sejt
feliiletén mésodpercenként kidramlé folyadékmennyiséggel definialtunk. Lattuk, hogy
(div ‘7)1 - d); = 8;d€Y;, ahol (div ‘7)1 a divergencia értéke az i-k sejt bels§ pontjaban.
Ha ezt az egyenletet az i-re Osszegezziik, akkor hataresetben a baloldalak Osszege a
Gauss-tétel baloldalaval egyenls. A jobboldali 6sszeghez minden olyan sejtfeliilet-rész
nulla jarulékot ad, amely két sejtet vilaszt el egymastél  az egyik sejt szempontja-
bél kiaramlé folyadék ugyanis a masik szempontjabél bearamlé, és ezért jarulékaik az
Osszegben kiejtik egymast. Az Q-t hatarolo X részeit alkotd sejtfeliileteken kidramlo
folyadék mennyiségét azonban semmi sem kompenzalja. Ezek adjak a s;d€2;-k Gssze-
géhez az egyediili jarulékot, ezért ez az Osszeg hataresetben a Gauss-tétel jobboldali
feliileti integraljaval egyezik meg.

2)A térbeli parcialis integralas formulai.
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Legyen S tetsz6leges skalarmezd (fiiggvény), UesV pedig tetsz6leges vektorme-
z6k. Akkor

div (SV) = SdivV + (‘7 - grad S) (27)
div ([7 X 17) = (‘7 -rot ﬁ) — ([7 -rot ‘7) . (28)
kK k

Ha figyelembe vessziik, hogy a nabla-operator elsérendii differencidlasokat tar-
talmaz, akkor — Descartes-koordinatakat véilasztva, — konnyen belathaté, hogy a
szorzat-kifejezésekre torténd alkalmazasa két lépésre bonthato:

1)A szorzat differenciélési szabalyanak alkalmazasa a szorzat tényezGinek
megjelolésével.

2)A nabla athelyezése a megjeldlt tényez6 elé a vektormiiveleti szabalyok
figyelembevételével, mikézben V-t konstans vektornak tekintjiik.

A szabalyok alkalmazéasat példakon mutatjuk be.

A (27) igazolasa:

—

div (SV) =V - (SV);
O N
V- (SV)=V-(SV)+ V- (SV);
|
V- (8V)=S(V-V) = SdivV (mert (@ cb) = c(@- g)),

= 1 . . . .
V- (SV)=(VS-V)=(gradS-V) (mert (a-cb) = (dc-b)).

A (28) igazolasa:

div (U x V)=V - (U x V),

S T

V(O x V)=V - (UxV)+%- (0 x V)
O q q
V- UxV)=V-(VxU)=V-rotU (mertd-(bxc) =c-(axb));
O . .
V- UxV)=-U-(VxV)=-U-rotV  (mert@-(bxc)=—b-(dxa).

kkk
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Integraljuk (27), (28) mindkét oldalat az €2 térfogatra és a baloldalon alkalmazzuk
a Gauss-tételt:

/ZS(V-di) - /{de-SdivV—i—/gde-(V-gradS) (29)
/E[(ﬁxv).df;} _ /stz(v.mtﬁ)_/ng(ﬁ.mtv). (30)

Ezek a térbeli parcialis integralas képletei, ui. a térbeli integralédsnal ugyanolyan
funkciot toltenek be, mint a parcialis integralas jolismert
formuléja.

b b b
:/ uv'-dw—i—/ w'v - dx
3)A Stokes-tétel.

Legyen most ¥ tetszGleges feliiletdarab, az [ kontur pedig a hatarvonala. A fe-
lilletet minden pontjaban irdnyitottnak tekintjiik, azaz a két lehetséges normalirdny
egyikét vilasztjuk (a feliilet mentén folytonosan) normélvektornak®. A kontiron az
iranyitottsagot ugy valasztjuk, hogy a feliilet norméalvektoraval alkosson jobbesavart.

Legyen 1% vektormezd, amelynek rotacioja 3-n folytonos. Akkor érvényes a

/E (rot V- d5)) = 714 (V- al) (31)
Stokes-tétel.

A baloldali integral feliileti, a jobboldali  a 1% cirkulaci6ja I-n  vonalintegral.
dl =1t dl, ahol t a konttr pozitiv irAnyu érintGje. A d>ay normélisa, irdnyitottsaga
olyan, hogy az [-n felvett irAnnyal jobbcsavart képez.

A tétel bizonyitasahoz tekintsiik V-t erGtérnek, és osszuk fel -t stird héaloval in-
finitezimalis feliiletelemekre. Legyen az i-k elem feliilete dX;, dW; pedig az er&térnek

az i-k elem keriilete mentén végzett munkija. Tudjuk, hogy ((T‘Ot 17)1 . dii) =dW;,

uv

ahol (rot 17)1 a rotacio értéke az i-k feliiletelem bels6 pontjaban. Ha ezt az egyenletet
i-re Osszegezziik, akkor hataresetben a baloldalak Gsszege a Stokes-tétel baloldalaval
egyenls. A jobboldali 6sszeghez az elemi konturok minden olyan része nulla jarulékot
ad, amely két feliiletelemet valaszt el egymastoél minden ilyen szakasz iranyitott-
sdga ugyanis kiilonb6z6 aszerint, hogy az egyik vagy a maésik feliiletelem hataranak
tekintjiik, és ezért jarulékaik az Gsszegben kiejtik egymast. A Y-t hatédrolo [ részeit
alkot6 szakaszokon végzett munkat azonban semmi sem kompenzélja. Ezek adjak a
dW;-k Osszegéhez az egyediili jarulékot, ezért ez az Osszeg hataresetben a Stokes-tétel
jobboldali vonalintegraljaval egyezik meg.

5Megjegyezziik, hogy bizonyos feliiletek, mint pl. a M&bius-szalag, nem engedik meg a normali-
rany egyértelmi kijel6lését.
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Megjegyzés: Ebben a fejezetben sehol sem kellett attérni egyik koordinatarend-
szerr6l egy masik, elforgatott koordinatarendszerre, és igy nem kellett ténylegesen
kihasznalni, hogy S skalarmezs, a Vi-k pedig egy vektormez$ komponensei. Ezért
képleteink abban az esetben is érvényesek, amikor S egy vektormezé valamelyik kom-
ponense.

2.8. Az elektrosztatika egyenletei integralis formaban

Alkalmazzuk a Gauss-tételt az eoﬁ vektormezdre:

/ (eoﬁ-di) - / div (eo ) - dS2.
> Q

Az elektrosztatika 1.alapegyenlete kovetkeztében ez a

‘L(Ewi)zgg (32)
:/QdQ-p.

A (32) az els6 alapegyenlet integralis alakja. Azt fejezi ki, hogy a t6ltést koriilvevs

alakban irhato, ahol

feliileten az E fluxusa —q val egyenld.

A 2.alapegyenlet 1ntegralls alakja a Stokes-tétel kévetkeztében

ﬁﬁdﬁ:&

Az integralis alak, mivel tetszGleges zart feliiletre ill. kontirra igaz, egyenértékd a
differencidlissal ez konnyen beldthato, ha infinitezimélis feliiletekre és konttrokra
alkalmazzuk. A differencialis alak azonban a szamitdsokra sokkal alkalmasabb. Az
integralis alak azokban a specilis esetekben el6nyos, amikor a toltéseloszldsnak ma-
gasfoki szimmetridja van. A gdmbszimmetrikus eloszlas ilyen, de pl. a 10. 11. és a
12. feladat szimmetridja (tengelyszimmetria) nem elegends ahhoz, hogy az integralis
alakkal a szamitas egyszeriibb legyen, mint a differencialissal.

13.Feladat: Szabalyos kéralapt kip csticspontjaban ¢ ponttdltést helyeziink el.
Mekkora a fluxus az alaplapon keresztil?

Megoldas: A (32) szerint a ponttdltésbdl kidramlo teljes fluxus g/ep, és ennek
o/4m-szerese halad az o térszigon beliil. A (szteradidnban mért) térszog a térszoget
alkot6 tetszéleges forméju kuppalast altal az egységsugari gdmbbél kivagott feliilet
nagysagaval egyenld (a teljes térszog tehat 4m szteradian). A 2« nyilasszogi kup
térszoge ennek alapjan

[eY 2
0:/ sin19~d19~/ dp =27 - (1 — cos ),
0 0
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ezért a keresett fluxus a kovetkezs:

U= i(1 —cosa).d
260

14.Feladat: Hatarozzuk meg két egymastol 2a tavolsagra lévs +¢ pontdltés erd-
vonalainak egyenletét.

Megoldas: Képzeljiik magunk elé az egyik erGvonalat. Ha ezt a ponttoltéseket
Osszekots egyenes koriil korbeforgatjuk, olyan tolcsérszerd csovet’ (fluzuscsd) nyeriink,
amelyet — mivel erGvonalak az alkot6i, — egyetlen er6vonal sem metsz. A Gauss-té-
tel szerint egy ilyen fluxuscsd kiilonb6z6 helyen folvett metszetein ugyanaz a fluxus
halad keresztiil. Ezt a tényt hasznéljuk fel az er§vonalak egyenletének felirasahoz.

- \l’ a-
- ~—— —— g X
a a
3. &bra.

A 3.4brén a feltiintetett erGvonal fluxuscsévének x abszcisszaju koralaka metsze-
tének sugara az erdvonal y koordinataja, ezért az el6z6 feladat szerint a két
ponttdltés fluxusa ezen a metszeten keresztiil a kovetkezd:

+ + TFa
\Iliz—q(l—cosai):—q 1—; .
2€9 2€9 VY2 + (z Fa)?

Az erévonalak egyenletét ugy kapjuk meg, hogy ezt a két fiiggvényt a ¥, + U_ =
U = konstans egyenletbe irjuk. Egyszertsités utan ezt talaljuk:

Tr+a _ r—a
ViR + @ +a)? 2+ (r—a)?

ahol ¢ = 2¢9¥/q. A c-nek kiillonb6z8 értékeket adva kapjuk az erGvonalcsalad kii-
16nb6z6 tagjainak egyenletét. Az egyenlet nem oldhato meg y-ra, de természetesen
minden x-re meghatdrozza a hozza tartozo (egy vagy két) y értéket.do

_C,

15.Feladat: Hatarozzuk meg az R sugari ¢ 6ssztdltést egyenletesen toltétt gomb
elektromos terét a gdmbon kiviil és beliil.
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Megoldas: Az altaldnossidg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a megfigyelési
pont a z-tengelyen van. Akkor (25) szerint

T R 12 ../
d
(0, 0, 2) = p -27T/ sin19'-d19'/ i ,
4meg 0 0 V1?2 + 22— 2r'zcos V'

. Az integral kiszamitasa elég bonyolult, és utdna még gradienskép-

ahol p =

q
3
zéssel kell megkapni a térerGsséget.

Az integralis alak felhasznalasaval ezzel szemben

4 3
p- ™ ha r<R
360
AP B, = ,
47 R3
p- i ha r>R
360
ahonnan g
-7 h <R
. dmeg R3 roaar
E:
q S
. h > R.
4egrs o *

16.Feladat: A fenti gombben az @ helyzetvektori pont koriil R’ sugari iireget
vajunk ki (e + R’ < R). Hatarozzuk meg a térerésséget az iiregben, a gémbben, a
gémbon kiviil.
Megoldas: . . .
E(r) = Ex(r) — Ea(7),
ahol E az el6z6 feladatban kapott térerGsség, E, pedig az eltdvolitott gbmb térerds-
sege. Igy pl. az iireg belsejében a mezé homogén:

/

=4 q — q — — p —
E = —_ — =
dmegR3 " 4megR'3 (7= a) 3eg @
4R3m ,  4R‘Prm
(=—3—p ¢=—3—ph

2.9. Dipélnyomaték és polarizacio

Ha egy toltésrendszer Gssztoltése nem zérus, akkor messzirél nézve ponttoltésnek 14t-
szik. Ezt ugy lathatjuk be, hogy (25)-ben r-t joval nagyobbnak valasztjuk, mint a
toltésstiriiség kiterjedése. Ekkor az integrélési tartoméanyban (ahol p # 0) 7/-t elha-
nyagolhatjuk r mellett, ezért

1 - q
D ~ ( ’) dQY = ,
4.7T60'f‘/p " dmegr
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ami éppen a ¢q toltésd ponttoltés potencidlja.
Azt mondhatjuk tehat, hogy a

0= [ a2 p(r

toltés a toltéseloszlas globélis (szamszert) jellemzdje, amely meghatarozza a mezd
tavoli viselkedését.

Amikor ¢ = 0, a toltésrendszer egy masik globalis jellemzdje, a p dipdlnyomaték
valik fontosséa:

p= [ a2 (), (33)
Descartes-komponensekben:

pi= [ 9ol

(21, 22, 3 =z, y, z). A dipélnyomaték a toltésstriségnek a koord.rendszer origdja-
ra vonatkoztatott ,nyomatéka”. Amikor azonban az 6ssztoltés nulla, a dipélnyomaték
fiiggetlen a vonatkoztatési ponttol.

Valéban, az @ vektor végpontjara vonatkoztatott dipélnyomaték

i = [ a0 - ap) = [ i -a [ o =5-q-a

ezért ¢ = 0-nal 1;’ =p.

Semleges testeknél tehat a dipélnyomaték a testek "bels§", a vonatkoztatasi pont
onkényétsl fiiggetlen jellemzdGje. A legegyszertibb ilyen rendszer az egyszerd dipdl,
amely két ellentétes toltést ponttoltésbal all.

17.Feladat: Hatarozzuk meg az egyszerd dipol dipélnyomatékat.

Megoldas: Az egyszert dipol semlegessége miatt a (33) alkalmazasanal az origot
tetsz6legesen valaszthatjuk, legyen mondjuk a negativ, —q toltésd ponttdltés
helyén. Ha a pozitiv ponttdltés helyzetvektora @, akkor p(7) = ¢[6(F — @) — §(7)]. Ezt
(33)-ba irva kapjuk a

ﬁ:q/dﬂ'r‘ 6(7 — @) — (7)) = qa (34)

dipblnyomatékot.de

A dipo6lnyomaték fogalma a semleges dielektrikumok (dielektromos) polarizdci-
djandl is fellep. Ha egy homogén dielektrikumot homogén elektromos mez&be he-
lyeziink, a feliileten toltésstirtiség jon létre és a test dipélnyomatékra tesz szert. A
jelenség legegyszeriibb magyarazata az, hogy az eredetileg zérus dipélnyomatéka mo-
lekulak az elektromos mez6 hatasara dipélnyomatékra tesznek szert, vagy ha mar volt
dipélnyomatékuk, a mez6 irany szerint rendezi azokat.
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A polarizalt allapot jellemzése érdekében probaljuk magunk elé képzelni a dielekt-
rikumot alkot6 elemi dipolokat. Amikor a test polarizalatlan allapotban van, elemi
dipolok vagy nincsenek, vagy ha vannak is, teljesen véletlenszertd az orientécidéjuk
(,atlagban nincsenek”). Polarizalt allapotban az elemi dipélok dipdélnyomatéka vek-
tormez6t alkot, amelyet P-vel jelolink. A P neve polarizdcios vektor, polarizdcios
striség vagy dipolsiriség.

Ha gondolatban megrajzoljuk ennek a vektormezének az &ramvonalait, észre-
vessziik, hogy az aramvonalak forrdsidnak a szerepét a polarizaciés toltéssiiriiség
jatssza, éspedig gy, hogy az aramvonalak a negativ polarizdcios téltésbdl indulnak
€s a pozitivban végzddnek. Helyezziink pl. egy xy sikkal parhuzamos dielektromos la-
pot z-iranyd homogén elektromos mezGbe. Azon az oldallapon, amelyen az elektromos
mezG6 a lap belsejébe mutat negativ, a szemkoézt 1évén pozitiv polarizacios toltéssir-
ség jon létre. A lap belsejében polarizacios toltések nincsenek annak ellenére, hogy az
elemi dipélnyomatékok mindeniitt az elektromos mezé iranyaba mutatnak és ezért a
kozeg mindeniitt polarizalt allapotban van. A test belsejében ugyanis a szomszédos
dipolok ellentétes toltései kompenzaljak egymést és csak a test feliiletén marad kom-
penzalatlan toltésstrtiség. A P polarizacios vektor ezért a test belsejében mindeniitt
azonos nagysagu, az elektromos mez&vel parhuzamos, a testen kiviil zérus (a vaku-
umban nincsenek dipélok), és ezért dramvonalai valoban a negativ toltéssiirtiségnél
kezd&dnek és a pozitivban végzédnek.

Ez a kvalitativ kép sugallja, hogy a P mez6 forrasstriisége (divergenciija) a po-
larizacios toltésstrtiség negativjdval aranyos, azzal a kiegészité peremfeltétellel, hogy
a vikuumban mindeniitt nulla. Mint latni fogjuk, a P akkor egyenl§ a dipolstriiség-
gel, ha az ardnyosséigi tényezst 1-nek valasztjuk. A P differencidlegyenletét mindezek
alapjan a

div P = —p, (35)
alakban posztulalhatjuk.

Ebbdl az egyenletbsl mindenekelStt kdvetkezik, hogy egy dielektromos test g, po-
larizacios Gssztoltése zérus, ezért ha a polarizacios toltést (35)-bol szamoljuk, nem kell
kiilén gondoskodni arrél, hogy g, elttinjon. Integréljuk ui. ezt a képletet egy olyan (2
térfogatra, amely az egész dielektrikumot tartalmazza, és ezért X felszine mindeniitt
a viakuumban van. A Gauss-tétel felhasznalasaval

qu—/ﬂdivﬁ-dﬂz—/z(dz.ﬁ>:0’

mert a ¥-n mindeniitt P = 0.
Ha magat a P-t integraljuk a fenti 2-ra, a dielektrikum dipélnyomatékat kapjuk
eredményiil:

= /Q i - B(). (36)

Ez mutatja, hogy (35)-ben az aranyossagi tényez6t jol valasztottuk. A bizonyitashoz
vegyiink egy tetszéleges U/ egységvektort. A pés a P U-re vetett vetiiletét p,, P,-vel
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jelolve

py = (33) = /QdQ (7 7)pp = (35) = —/QdQ (7 P)div P = (29) =

:/ﬂdﬂ-(ﬁ-gmd(?-ﬁ)):/Qdﬂ(ﬁ-ﬁ):/ﬂdﬂ-Py

a (36)-al 6sszhangban. A (29) alkalmazéasaval el6szor hasznaltunk térbeli parcialis
integralast. Esetiinkben a ¥-n P = 0, aminek kovetkeztében a feliileti integral zérus.
A (36) teszi lehet6ve, hogy P(7)-t dipolstirtiségnek tekintsiik:

P(7) = p(7) - n(7), (38)

ahol n(7) a molekulak strtsége, p(7) pedig a molekulék (4tlagos) dipolnyomatéka a
dielektrikum 7 helyzetvektora pontjaban.

(37)

—

== "

2.kozeg AA 1.kézeg

om

[

4. abra.

18.Feladat: Mutassuk meg, hogy két egymassal hatéros dielektrikum hatérfe-
liletén a o, feliileti polarizicios toltéssiirtiség a P normal iranyu komponensének a
csOkkenésével egyenls, amikor az egyik kozegbdl a méasikba lépiink at.

Megoldas: A 4.abran a haladasi irdnyt az 7 normal irdnyt egységvektor mutatja.
Integraljuk (35)-t az dbréan kijelolt AQ térfogatra és alkalmazzuk a Gauss-tételt. A
térfogat "lapos konzervdoboz" alaki, amelynek dm magassagaval zérushoz tartunk,
ezért az oldalfeliilet jaruléka a feliileti integralhoz zérus. A fedd- és alaplap teriilete
egyforman AA. Az uj kozegben” fekvs feddlap kiils6 normalisa 77, a ,régi kézegben”
fekv@ alaplapé —1i, ezért a Gauss-tételben a feliileti integréal

/ (13 : di) = ((Py-i) = (P, - 71)) - AA = (Ppy — Pa) - AA,
a térfogati integral pedig

—/dQ~pp:—ap~AA
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(a 0m — 0 kovetkeztében a térfogati integralhoz csak a feliileti t6ltés ad jarulékot).
A Gauss-tétel szerint a két kifejezés egyenld egymaéssal, azaz

APn = Pln — P2n = —0p. (39)

Szavakban: Amikor 7 irdnyban haladva az egyik kozeghdl atlépiink a mésikba, a
P fi-irdnyt komponense o,-vel csokken.

Ha speciélisan az 1.kozeg a vakuum, akkor P, = 0 és 0, = P, kdzeg és vakuum
hataran a feliileti toltésstirtiség a P-nek a kozeg kiils6 normaélisara vetett vetiiletével
egyenld.

Megjegyzés: Ez a gondolatmenet a hatarfeliiletek kezelésének prototipusa, amely
a tovabbiakban tobbszor is alkalmazasra kertil.de

2.10. A pontszeri dip6l

Egy origéban tartozkodo g toltési ponttoltés toltéssiirtisége p(7) = ¢d(7). Hasonlo-
an, egy origbban tartézkodé p dipolnyomatéki pontszerii dipél dipolsiirtisége ﬁ(F) =
P (7). Ez a dipolstirtség ui. valoban csak az origoban kiilénbozik zérustol és a (36)
teljesiil ra. A pontszert dipol toltésstirtisége a (35) alapjan ezért

p(7) = pp(¥) = —div (§- 6(F))  (pontszeri dipdlra). (40)

19.Feladat: Hatarozzuk meg az origéban nyugvé pontszert dipél elektromos
terét.

Megoldas: Elszor a potenciélt szamitjuk ki gy, hogy a (25) megoldo-képletbe a
dipol (40) toltésstriségét irjuk:

1 | ;
Y 4 - ——air/ ().
! 47T€0/ o @)

A d-index a dipdlra utal, a div-n a vesszé pedig arra, hogy a div-ben elGirt derivilasok
az ' vektor 2/, y/, 2’ komponenseire vonatkoznak.

Célszert a delta-fliggvényt parcialis integralassal szabadda tenni, mert a delta-
fliggvény egyszertivé tenné a kijelolt d©’ integralas elvégzését. A mar alkalmazott
modon a (29) felhasznalasaval a

1 - 1
O, = /dQ’ “O(r") - | p-grad =
4meq |7 — /|

képletet nyerjiik.
A
of@—a)  Of(w—a)

ox’ ox
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képlet kovetkeztében

1 1
grad’ — = —grad —. (41)

=

Mivel grad nem hat az 7 integracios valtozora és a p konstans vektor, ezért a ®4-beli
integral

—/dQ’-é(r_;)- p-grad _'1H :—/dﬂ’ﬁ-grad 5(1:;)_»14 =
|7 — 77| |7 — /|

- 1 1 p - €y 7
:—ﬁ~grad/dQ’-5(r’)—_,:— P grad - g :(p "
|7 — | T r2 r3
A pontszerd dipol potencidlja tehat
57
Pq(r) = Ireord’ (42)

az elektromos tere pedig

; 3777 — 17

Ey4(7) = —grad &4(7) = 43
() = —grad @) = 2T (43)
Ezt ateret  a pontszeri dipol terét , dipoltérnek nevezziik®. Egy véges kiterjedést

dipol nagy tavolsagbol nézve pontszertinek latszik, a tere a dipoltél tavol megegyezik
a dipoltérrel.

20.Feladat: Mekkora ers hat egy pontszerti dipélra elektromos mezében?

Megoldas: A p toltésstiriiségre hatd erdstiriiség f: pﬁ, a teljes er6 pedig a
Fe /dQ’f(ﬁ) - /dQ’ B (44)

Coulomb-erd, amelynek i-komponense

- -
!/ !/

F; = /dQ'~Ei(r )p(r').

A képletben szerepld E-be nem értends bele magénak a toltésrendszernek az elektro-
mos tere; a hatés-ellenhatés egyenlGsége kovetkeztében ugyanis a toltésrendszer egyes
elemeinek egymasrahatasabol szarmazo6 erdk ereddje zérus.

A pontszerd dipolra haté erét ugy kapjuk, hogy ebben a képletben p-n az 7
pontban tartozkodé pontszert dipél toltésstrtiségét értjiik. A (40) szerint p(?j’) =
—div’ (]5’5(7:7 —7)). Mivel azonban —div’ = +div (v.5. (41)-el), ezért

F; = div /dQ’ Ei(r) -5 6(7 = 7) = div (Ei(F) - p) = (27) = (§- grad E;(7)).

6Ld. a Mechanika-jegyzet 29. feladatat.
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(A (27), (29) akkor is igaz, ha S valamilyen vektormez§ egyik komponense.)

Ahhoz, hogy a komponensrél vektoralakra térhessiink at, célszerd ezt az eredményt
az. ekvivalens

F; = (p- grad )Ei(7)

alakba irni, ez ui. nyilvanval6éan az
F = (§- grad )E(/) (45)

vektoridlis képlet -k komponense. Vegyiik észre, hogy a dipélra csak térben vdltozo
elektromos mezében hat erd, és ez az eré nem csak a dipél helyzetvektoratol fiigg,
hanem a dipélnyomaték orientaciojatol is.

21.Feladat: Mutassuk meg, hogy a (45)-hoz tartozo6 erdfiiggvény

U=—p-E(7). (46)
Igazolas: B B
F=—gradU = grad (p- E),

o . .  0E, OE, OE.
Fo = %(p-E)—pm Oz t Py Ox S oz

A rot E = 0 kbvetkeztében
OE, O0FE, OE, OE,

ox Oy ox 0z’
ezért 5 5 5
F, = (pma_x +pya_y +pz&) E, = (p : grad )Eac
helyesen.d

22.Feladat: Milyen forgatényomaték hat egy pontszerti dipélra homogén elekt-
romos térben?

Megoldas: Egy toltésrendszerre elektromos térben az
M = /dQ’[F/ x f(rh)] = /dQ’[F/ x p(r

forgatonyomaték hat (az E itt is a kiils6 elektromos tér). Specialisan pontszerd dipol
esetében

M; = —/dQ’ [ x E(r)] div" (§6(r" —7)).
A divergencia olyan vektormez&re hat, amelynek komponensei csak az (7?’ — 7) ki-

16nbségtdl fiiggenek. Ezért div -t helyettesithetjiilk —div -el, és ezt mivel nem hat
az integracios véltozora,  kivihetjiik az integréaljel elé:

K2

M; = div / QY [Ff x E(F’)L-ﬁd(ﬁ—?) = div([?xﬁ(?ﬂ iﬁ) = (27) = prgrad[Fx E(7)] .
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A (27) alkalmazaséanal figyelembe vettiik, hogy a p konstans vektor divergenciaja zé-
rus. A kapott egyenlGség vektorialis alakja a kovetkezs:

M = (- grad)[F x E] = [px E] + [7 x F], (47)

amelyben Fa dipélra hatoé (45) er§. Homogén térben F= 0, és csak az els6 tag ad
jarulékot. Amikor ' || Eeza tag is nulla és a dipolra nem hat forgatonyomaték: ezek
az egyensulyi helyzetek. Mivel U = —p'- E, a potencidlis energia akkor a legkisebb,
amikor p' és E azonos irdnyt: ez a stabil egyensilyi helyzet.d

2.11. A dielektrikumok elektrosztatikaja
Az elektrosztatika

diveeE = p (48)
rotE = 0 (49)

egyenletei dielektrikumok jelenlétében is érvényesek. A p-ba természetesen bele kell
érteni a polarizacids toltéssiiriséget is

p=ps+ pp (50)

A p, polarizicios toltés a dip6lokbol szarmazik, amelyekben az ellentétes elSjeld tol-
tésparok csak mikroszkopikusan kicsiny tavolsagra mozdulnak el egymashoz képest.
A ps a szabad téltések stirtisége. Szabad toltésen az olyan toltést értjiik, amely elsza-
kadt az ellentétes elGjelii parjatol, és attél teljesen fliggetlenil mozog. A dorzsoléssel
létrehozott elektromossag pl. ebbe a kategéridba tartozik.
A P(7) polarizaci E(7)-t6l fiigg. Amikor E = 0, a polarizéci6 is zérus, ezért
a legegyszeriibb — és sokszor érvényesnek bizonyulé — feltevés az, hogy P ardnyos
E-vel: . .
P(7) = x - eoE(T). (51)

A x dielektromos szuszceptibilitds a kozegre jellemz6 mennyiség. Homogén izotrop
kozegben konstans, dltalaban azonban fiigghet 7-tél, és a P iranyanak sem kell fel-
tétleniil megegyeznie a gerjeszté E-tér irdnyaval. A tovabbiakban azonban homogén
izotrop kozegekre korladtozédunk.

A (35), (51) és az (50) alapjan a (48) egyenlet a

div EQE = ps — div XEOE
alakot Olti, aminek masik formaja
div (eo(1+ X)E) = ps.
Vezessiik be az

e =14x
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relativ permittivitdst, ami az anyagra jellemz8 mennyiség (homogén izotrép kézegben
konstans), az € = €g - €, permittivitdst, valamint a

D=¢E (52)

(elektromos)indukcidt (vagy eltoldsi vektort).
Ezek felhasznélasaval az elektrosztatika egyenletei a

divD = p, (53)
rotE = 0 (54)

alakot 6ltik, amelyekhez még hozza kell venni az (52) anyagi egyenletet.

Az (53), (54) — differencidlegyenlet, ezért nem alkalmazhato olyan feliiletek men-
tén, amelyeken D és/vagy E nemdifferencidlhaté modon véltozik. Keét kiilonbozé
kozeg hatara ilyen feliilet, és explicite meg kell adnunk Dés E megvaltozasat a feli-
letekre merdleges iranyban. Ezek a szabalyok (53)-t és (54)-t helyettesitik, és bel6liik
szarmaztathatok le a 18.feladatban alkalmazott eljarassal.

Vegyiik alapul ennek a feladatnak az abréjat (4.abra, és a gondolatmenetben P —
D, pp — —ps). Az (53)-t a AQ térrészre integralva a Gauss-tétel alkalmazasa utan
a

(Dln - D2n) “AA = ds) - ps
AQ
képletre jutunk. Amikor jm — 0 az integralban csak a feliileti t6ltések jaruléka ma-
rad meg, ezért a jobboldal o, - AA-val lesz egyenld, ahol o4 a szabad toltések feliileti
stirisége a hatarfeliileten. Igy azt kapjuk, hogy

Dln - D2n = Os,

vagy tomorebb formaban
AD,, = os.

Szavakban: Amikor az egyik kozegbdl a méasikba lépiink at, a D normal kompo-
nense os-€l ng.

Ha o5 = 0, a D,, folytonos, de E, még ekkor is ugrasszertien valtozik. A D, =
Dy, kovetkeztében ugyanis €; By, = €2 Fay,, és igy

Ei, e e
Eyn € ey (02 =0).

Az E-nek a hatarfeliilettel parhuzamos komponensei azonban nem szenvednek
ugrast. Legyen ¢ a hatarfeliilet egy pontjaban a feliiletet érinté valamelyik egység-
vektor. A felrajzolt zart infiniteziméalis kontiron dm — 0-nél az E cirkulaci6ja
(E1t — Eat) - Al-el egyenls, ahol Ey; és Eop az 1. és a 2. kozeg hatarpontjaiban az E
mez6 t-ranyd komponense. Mivel az elektrosztatikdban E cirkulacioja mindig zérus,
azt talaljuk, hogy
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By — Ey =0,

vagy tomorebben
AE; =0.

A D, azonban ugrast szenved, az E1; = Fy; kdvetkeztében ugyanis

Dy €1 €

Dy e e

IAY)

2.kézeg

1.kézeg

5. abra.

A potencialon keresztiil ezek a feltételek tgy foglalhatok 6ssze, hogy ®-nek a ko-
zeghataron folytonosnak kell lennie (ezt kiveteli az E; komponensek folytonossaga),
® normél irdnyu derivaltjanak pedig olyan ugrasa van, amely az F,, ugrasat biztositja:

(gradn®)1 _ Ein € _ € (s = 0)
(grad ,®)2 FEap € €1r * '

Vegyiik észre, hogy azokban a tartomanyokban, amelyekben € = konstans és ps =
0, a p, polarizécios toltésstrtiség sziikségképpen zérus, ugyanis ekkor a div D = p;
egyenlet a div P=0 egyenlettel egyenértékii:

€ = konstans és p,=0= p, =0. (55)

Ervényes a kovetkezd unicitasi tétel: Az (52), (53), (54) egyenletek, az ugrasok a
kozeghatéarokon, valamint a peremfeltétel a végtelenben (az Eésa®a végtelenben
eltiinik) az elektrosztatikai feladatok megoldasat egyértelmiivé teszik.

A feladatok el6tt csak arra a kérdésre kell még valaszolnunk, hogy miért célszeri
a (48) egyenletet (53)-al helyettesiteni. Az ok az, hogy (48) jobboldala a polarizacids
toltéssiirtiséget is tartalmazza, ami rendszerint nincs el6re megadva és az E-vel egylitt
kell meghatarozni. Az (53) jobboldalan ezzel szemben a szabad toltéssiirtség all, és
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ez akkor is lehet megadott fliggvény, amikor a polarizacios toltésstrtiség ismeretlen.
A feladatoknal meg lehet majd figyelni, hogyan kell az (53)-bol kiindulva az E-t is és
a pp-t is meghatarozni.

23.Feladat: zy iranyban végtelen kiterjedésii e = konstans permittivitasi, sza-
bad téltéseket nem tartalmazo6 dielektrikum kitolti a 0 < z < d tartomanyt. A z2<0
féeltérben +z iranyt homogén elektromos mez§ van. Hatarozzuk meg a D P vekto-
rokat és a polarizaciés toltésstrtséget.

Megoldas:

Indexkonvencié: A z < 0 rész (vakuum) indexe 1, a 0 < z < d (kozeg) inde-
xe 2, a z > d (vdkuum) indexe 3. €5 = €2 = €y, €3 = €. Az elektromos mez8 az
1.tartoméanyban E; = (0, 0, E1), E1 = konstans > 0.

A (53)-b6l indulunk ki, amely most

divD =0 (56)

-ra redukalodik.

Az 1.tartoményban Dy = eoEs homogén mez8, nyilvan eleget tesz (56)-nak.

A dielektrikumon beliil Dy = eE,. Mivel € = konstans, (56)-bol kivetkezik,
hogy div Eg = 0. Mivel minden z-vel parhuzamos forgastengely a feladat szimmet-
riatengelye, E, = (0, 0, E3), és ez az egyenlet % = 0-ra redukilodik, ahonnan
FEy = konstans.

A Ekonstans értékét az ugrasfeltételbdl lehet meghatarozni az 1. és a 2. tartomény

hataran: g .
2 €1
T = = = 0
E1 €2 € (Z )7

ahol ¢, a kozeg relativ permittivitasa. Innen

= LB, (57)

€r

- — dE
A 3.térrészben tjra E3 = (0, 0, E3), div E3 = - 0, ahonnan E3 = konstans.

dz
) ) . L3 )
A 2. és a 3. tartomany hataran o ezért
2
E3 = GTEQ = El.

A dipdlstirtiség a vAkuumban zérus, a kdzegben

]3: XfOEQ = <0, 0, XE_OEl) )

€r

ahol természetesen x =€, — 1.
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A (39) szerint a z = d feliileten o, = X€—0E1 >0, a z = 0 feliileten o, = —X€—0E1 <
€r €r

0.
Az eltolasi vektor az egész térben mindeniitt ugyanaz a

—

D= (0, O, EQEl)

homogén mez8, ugyanis normal komponense a szabad toltések hidnya miatt, tan-
gencialis komponensei pedig a feladat szimmetridja miatt nem szenvednek ugrast a
kézeghatarokon. A feladat ebbdl az észrevételbdl kiindulva is megoldhato. &

Megjegyzés: A dielektrikum stabilitdsa megkoveteli, hogy a polarizéacios toltések
altal létrehozott tér csékkentse a dielektrikumra haté kiilsG teret, azaz  a példa je-
16léseiben  FEj legyen nagyobb, mint F5. Ha nem igy volna, a polarizaciés folyamat
lancreakciészertien gerjesztené dnmagét ahelyett, hogy a kiilsé tér altal meghatéarozott
stabil allapothoz kézeledne. Az Ey > Es feltétel (57) kovetkeztében az e, > 1 kbve-
telménnyel ekvivalens. Termodinamikai Gton szigortian bebizonyithat6, hogy minden
anyagra €, > 1. Ez a feltétel x > 0-ként is felfoghat6, ami azt fejezi ki, hogy E csak
énmagéaval azonos iranyt P-t hozhat létre (homogén izotrop kdzegben).

24.Feladat: zy iranyban végtelennek tekinthetd sikkondenzétor lemezei a z =
d+ a és a z = —a sikokat foglaljak el (a,d > 0). A z = —a lemezen a szabad toltések
stirtisége o5, a z = d+ a lemezen —o; (0s > 0). A 0 < z < d térrészt az el6z6 feladat
kozege foglalja el, ezen kiviil mindeniitt vikuum van. A kondenzatorra kiilsé tér nem
hat. Hatarozzuk meg a polarizaciés toltéssiirtiséget.

Megoldas: Indexkonvencio:

z < —a €0
—a<z<0 ¢
0<z<d €
d<z<d+a ¢
d4+a<z €0

Frk e

A szimmetria miatt mind az 6t tartoméanyban a tér z-iranya, ezért a z-indexet megint
nem firjuk ki.

Most Fy = 0, ezért Dy = 0. Amikor az 1.térrészbdl a 2.-be 1épiink 4t a D normaél

1 1
komponense os-¢l n6, ezért Dy = 05, Fo = — Dy = —05.
€0 €
A 2. 3., 4. térrész az el6z6 feladat alapjan térgyglhaté. Eszerint a dielektrikum

feliiletén

oy = Ex2 By = +272
€r €
1
By=—Ey =2,
€ €
1
E4 = E2 = 6—0'5.
o

35



A 4.térrészbdl az 5.-be atlépve D normal komponense —os-el ng. Mivel Dy =
60E4 = 0g, ezért D5 = E5 =0.

A megoldas a = 0-nél is érvényes, amikor a kozeg kitolti a kondenzator belsejét.
A dielektrikumban ekkor E = %, D=oc,&

25.Feladat: Hogyan valtozik meg az el6z6 feladat megoldésa, ha o, helyett a V
potencialkiildnbséget” adjuk meg a lemezek kozdtt?

Megoldas: Az el6z6 megoldas érvényben marad, csak benne o4-t ismeretlennek
tekintjiik, amelyet még a (19) képlet segitségével V-n keresztiil ki kell fejezni:

V=Eya+E; d+E;-a= (2—a+51> oy = (2ae, +d) 22,
€ € €
ahonnan .
o5 = mV&
26.Feladat: zy irdnyban végtelennek tekinthetd sikkondenzator z = —a lemezén

0s, 2 = +a lemezén —o, a toltésstriség (o5 > 0). A kondenzator —a < z < 0
tartomanyat €1, a 0 < z < a tartomanyat e permittivitdsa dielektrikum tolti ki.
Hatéarozzuk meg a térerGsségeket és a polarizacios toltésstriiségeket.

Megoldas: Az indexkonvenciot a permittivitds mutatja.

O €1 — 1
Dy=0s FEi1=— P=xi6E = Os,

€1 €1r

Os €or — 1
Dy =0, Ey=—  Po=x9c0Fr= Os.

€2 €2r

A polarizécios toltéssiirtiségek a hatarfeliileteken:

1—61
op(z=—a)=—-P = TTUS7
s

€1r — €2p
op(z=0)=P — Py =",
€1r€2r
€2 -1
op(z=a)=Po=—"—0.%
€2

27.Feladat: R sugart homogén dielektromos gémbre ¢, szabad toltést visziink
ré agy, hogy (a) egyenletesen oszoljon el a gomb térfogataban, (b) legyen ponttoltés a
gbmb kézéppontjaban, vagy (c) egyenletesen oszoljon el a gémb feliiletén. Hatarozzuk
meg mindharom esetben az elektromos teret és a polarizacios toltésstrtiséget.

7 A kondenzatoros feladatokban a tradicionalis jeldléesmoédnak megfelelen a potencialt a ® helyett
V-val jeloljiik.
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Megoldas: A gombszimmetria miatt polarkoordinatéakat célszerd hasznalni, amely-
ben

D = (D,, Dy, D) = (D, 0, 0).
a) Az (53)-ban most

0 ha r>R
<=\ 3q,

s ha r < R.

A (53)-bol a Gauss-tétel alapjan a gémbon kiviil

_ s
A2’

a gobmbon beliil pedig

ahonnan

E.=FE = —rps
P.=P

= X ’[“p
3¢, O

A polarizécios toltésstriséget (35)-bdl kapjuk:

. B 1d, , X
pp=—divP = ———(r"P) = TP
ez ugyancsak allandé a gémb térfogatan beliil.

Emellett a gs-el ellentétes elGjeld térfogati polarizéciés toltésstirtiség mellett a
gbémb felszinén feliileti polarizéicios toltésstriség is létrejon:

X
Op = P(’I")lR = 3?Rps

A teljes polarizacios toltés természetesen nullaval egyenls:

4R3
g = AR -0y + —— - p, = 0.
b)
ds
D =
472
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E = pr—— (r>R)

E = 47;]:7"2 (r<R)
D s

Po= Xeo o = 4;27“2

@ = 47:2;22 (r=F)

pp = —divP=— XEC]s 8(7).

gébmbon belil D =0 (a D o4-t ugrik, amikor kilépiink a gémbbdgl). Ezért a gdmbben
E=D=P=0, pp =0, =0&.

28.Feladat: Dielektromos gombot (kiils6) homogén elektromos mezébe (nagy-
meéret sikkondenzator belsejébe) helyeziink. Hatérozzuk meg a térerésségeket és a
polarizaciés toltéssiiriséget.

¢) A gémbon kiviil a tér ugyanaz, mint az el6z8 esetekben. Mivel o, =

Megoldas: A megadott kiilsé tér legyen z-irany: E= (0, 0, ). A vakuumot 1-el,
a gombot 2-vel indexeljiik. A gébmb sugara R.

A feladatot célszerdi a potencial segitségével targyalni. A kiils§ tér potencial-
ja &g = =€z = —&rcosv. Ez a tér polarizaciés toltésstriiséget indukal a gémb
feliiletén®, amely létrehozza a maga terét a gdmbon kiviil (®; potencial) és ®q-rol
®,-re valtoztatja a potencialt a gdbmbon beliil:

(I)O —+ ‘1)1 ha (T > R)
(b =
Dy ha (r <R)

A teljes kiils6 potencial (®g + ®1)-el egyenld. Amikor r — o0, ez a potencial ®y-hoz
tart, ezért ®;-nek nullahoz kell tartania.
A potencidlnak a kozeghatéaron (is) folytonosnak kell lennie, ezért

Py = Oy + Py (TZR),
vagyis
&y = —ERcos + P4 (r=R). (58)

Az indukciovektor norméal komponensének folytonossagat a D, = Dy, + D1, egyenlet
fejezi ki, amely a potencidlokon keresztiil felirva a kovetkezs:

(9(1)2 o 8(1)1 _
—EW = 608 costy — EQW (’f' = R) (59)

8 Az (55) kdvetkeztében térfogati tSltéssiirtiséeg nem johet létre.
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A ®y-t és a Po-t meg tudjuk vdlasztani dgy, hogy a hatdrfelillet mentén ugyano-
lyan fiiggvény legyen, mint ®y. Mindkét potencidl eleget tesz a Laplace-egyenletnek
(a gombfeliileten kiviil a toltéssiirtiség zérus), és a Laplace-egyenletnek két olyan me-
goldasat is ismerjiik, amely cos ¥-val aranyos. Az egyik a konst - z fiiggvény, a méasik
a p = pe, dipolnyomatéka pontszerd dipol (42) potencidlja. Ez utébbi r = 0-ban
szingularis, ezért ®o nem lehet (42) alakt. A &7 azonban lehet, mivel r > R-nél ez a
potencial regularis és 1 — oo-nél eltiinik. Tegyiik fel ezért, hogy

(- 7) p
o, = = ¥ 60
Y7 dneord T dmegr? coss (60)

amelyben p meghatarozasra var6é konstans.
A ®y-re nyilvdn a konst - z-vel célszert probéalkozni. Ennek negativ gradiense
z-irdnyt elektromos mez6, amelynek nagysagat Es-vel fogjuk jelSlni:

$y = —Fyz = —FEsrcost. (61)

Ebben a képletben E; a meghatarozandé konstans.
Ha (60)-t és (61)-t (58)-ba és (59)-be irjuk, cosd-val egyszertsithetiink, és az
alabbi algebrai egyenletrendszert kapjuk az ismeretlen p-re és Es-re:

p
—-FER = —E&R
2 + 4dmegR2
p
Ey = E+ ———.
ez €o& + 2R3

Az egyenletrendszer megoldasa az Es és a P irdnyanak figyelembevételével a ko-

vetkezd:
€ — 1

5= dmeg R £ 62
F= iR (62
. S L R3¢, —1 Rie. —1
E, = E4E; = [1-=—"—"|&-€,+3— Ecost- e,
1 + Lig { T3€r+2:| €x + R cosv- €
(63)
- 3 = 3&
E = 5 - E2)
2 €+ 2 € + 26
ahol El és EQ az elektromos mezé a gdmbon kiviil és beliil.
A gbmbon indukalt feliileti t6ltésstiriiség a kdvetkezs:
€ — 1
Op = Pr = €0XE27‘ = 360 P 28 cos V. (64)

Emlékeztetiink ra, hogy ®s-be beleértettiik a kiils§ tér potencidljat is. Ezért a
gémbon beliil a polarizaciés toltések altal létrehozott potencial

(1)2 —‘I)O = (—EQ —|—5)Z =
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amelyhez az
€& —1 2

€+ 2

elektromos mez8 (depolarizdicids tér) tartozik. Az elnevezést az indokolja, hogy ez a
mez6 a kiils6 elektromos mezgvel ellentétes irany.

Ezzel a feladatot megoldottuk. Megoldasunk kielégiti az elektrosztatika alapegyen-
leteit (az ugrasfeltételeket is beleértve), és azt a peremfeltételt, hogy az elektromos

Edep = -

mez$ a végtelenben tartson zérushoz. Az unicitasi tétel alapjan ezeket a feltételeket
més elektromos térrel és toltésstiriséggel nem lehet kielégiteni. Megoldasi eljarasunk
lényeges eleme az volt, hogy az r > R és az r < R tartomanyban olyan alakban
kerestiik a potencialt, hogy a hatarfeliilet mentén fliggvényalakjuk legyen azonos ®q
fliggvényalakjaval. Ezzel a feladatot a ®;-ben és a ®3-ben szerepld egy-egy konstans
(p és E2) megvalasztasara redukaltuk. Ezt az eljarast altalanos forméban is kidolgoz-
tak az ortogondlis fligguények mddszere néven, de ezt a modszert — idGhiany miatt
— nem ismertethetjiik.de

2.12. Fémek

A fémek polarizacidja soran létrejove toltések tetszdlegesen messze keriilhetnek azok-
tol a pozitiv ionoktol, amelyekhez tartoztak (vezetési elektronok), ezért a szabad és a
polarizaciés toltések megkiilonboztetése a fémekben nem olyan hasznos, mint a die-
lektrikumokban. Ennek megfeleléen a fémek esetében csak egyfajta toltésstiriiséggel
fogunk dolgozni (az s és a p indexet elhagyjuk), és a D vektort is csak akkor vezetjiik
be, amikor a fémet a dielektrikumok hatéreseteként akarjuk targyalni (1d. alabb a
32.feladatot).

Az elektrosztatikai feladatokban a fémek szabad toltéseinek dtrendezédése min-
daddig tart, amig a fém belsejében a térerGsség zérussa nem valik: a fémben E = 0,
6s az E = —grad ® kovetkeztében ® = konstans. Az elektromos mezd a fém bel-
s6 liregeiben is zérus. Az iiregbeli potencial ugyanis a Laplace-egyenlet megoldasa,
amelynek az {iregen beliil sehol sem lehet szélsG értéke (1d. a 2.6 fejezetet), ezért
az iireghben mindeniitt megegyezik az iireg falanak a potencialjaval, amely nem maés,
mint a konstans fémbeli potencial.

Az E tangencialis komponense a fém feliiletén folytonos, ezért ez a komponens a
femfeliileten kiviil is zérus: az elektromos mez6 és az indukciovektor erGvonalai kiviil-
r6l merGlegesen érik el a fémfeliiletet. A 2.fejezet szerint (1d. az 1.4brat) a fém egy-

€
ségnyi feliiletére vakuumban EOEQ erd ("nyomés") hat a kiils6 normalis irdnyaban®.
Az elektrosztatika 1.alapegyenlete szerint E = 0 kivetkeztében a fémekben a tér-

fogati toltéssiriség mindeniitt nulla. Feliileti toltésstiriiség azonban lehetséges. Ha a
fémet € permittivitasa dielektrikumba dgyazzuk, akkor a feliileti toltésstiriiség nagy-

9Dielektrikumba agyazott fém esetében ebben a képletben ep-t e-al kell helyettesiteni.
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sdga
oc=D=¢cE. (65)

(A D és az E a fémfeliileten normalis irdnyt, ezért D = D,,, E = E,.) Specialisan
a vakuummal hataros fémfeliileten o = ¢gE. A (65) képletet a 4.abra segitségével
igazolhatjuk, ha — a mér jol ismert médon — a AQ térfogatra alkalmazzuk a Gauss-

E
tételt. A (65) kovetkeztében a fémfeliiletre haté nyomés az % = ;— képletekkel is
€

kiszamithato.

29.Feladat: ¢ nagysagi ponttoltést helyezziink el végtelen kiterjedésiinek tekint-
het6 fémfeliilettdl a tavolsagra. Hatarozzuk meg az elektromos mez6t és a ponttoltésre
haté Coulomb-erét.

Megoldas: A fémfeliilet legyen az xy sik, a ponttoltést pedig rogzitsiik a z-tenge-
lyen a z = a pontban.
Az elektromos mez8 csak a z > 0 féltérben kiilonboézik zérustol, ahol a

div 605 = q5(f'— a- gz)
(z>0) (66)
rotE = 0
egyenleteknek, az xy-sikban pedig az
E,=E,=0 (z=0) (67)

hatarfeltételeknek tesz eleget.
Vegyiik észre, hogy ezeknek az egyenleteknek ill. feltételeknek egy mdsik elekt-
rosztatikai feladat is eleget tesz, amelyet gy kapunk, hogy a fémet eltavolitjuk, és
helyette a z-tengely z = —a pontjaban egy —q ponttoltést helyeziink el (tikortoltés).
Nyilvanval6, hogy a z > 0 féltérben valtozatlanul a (66) egyenletek érvényesek, és a
feladat szimmetridja miatt a (67) feltételek is teljesiilnek.
Az 1j feladat megoldasa nagyon kénnyti, mert ponttoltések tereinek a szuperpozi-
cigja:
_ q 1 . 1

E = -
(@, 9, 2) 4reg x2+y2+(2’—a)26 2 +y*+ (2 +a)

] I

ahol € a ¢-bol, ¢ pedig a —¢-bol az 7(x, y, z) megfigyelési pontba mutaté egységvek-
tor:

o 1

g = (x, y, z—a)
Va2 +y? + (z —a)?

. 1

e = (2, y, z +a).

\/:1:2—|—y2—|—(z—|—a)2
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Az 1j feladatban (68) mindeniitt érvényes, az eredeti feladatban csak a z > 0
feltérben, mert a masik féltérben E=0.

Ha a (68)-ban az 7 megfigyelési pontot a z = 0 sikban valasztjuk, akkor azt talal-
juk, hogy itt B, = E, =0, és

q N aq

E.=E=—9% (¢, —e)=—-— % ___
dmeo(r? + a?) ( 2meo(r? + a?)%/?

ahol r = /22 + 32. Igy
aq

c=¢lF=———+—"——r.
0 27T(r2+a2)3/2

Ennek a képletnek a segitségével konnyen kiszamithatjuk a fémfeliiletre haté nyomast.
A fémfeliilet @ Ossztoltése —g-val egyenld:

o < redr
= 27 dr-ro = —a ——— =
Q /O q/O (T2 +CL2)3/2

1 /°° d¢ TR
= ——aq = aq = —q,
2o (£+a®) VE+ailo

A g-ponttoltésre a o toltéssiirtiségnek az elektromos tere hat pontosan akkora ers-
vel, amekkora Coulomb-erével hat ré a fiktiv tiikértoltés. Descartes-komponensekben

2

= q
F=—"—-2(0,0,1).
167reoa2( 0, D)4

30.Feladat: Tekintsiink egy sikkondenzatort, amelynek ¢ > 0 toltésii lemeze az
zy sik 0 < z < b, 0 < y < crésze, —q toltési lemeze pedig a z = d sik ugyanezen része.
A kondenzitor x < £ tartomanyét ¢ permittivitdsa dielektrikum tolti ki, az x > £
tartomanyban vakuum van. Tegyiik fel, hogy d < & < b, c és ezért a széleffektusoktol
eltekinthetiink. Hatérozzuk meg a térerGsséget és a toltéssiirtiséget.

Megoldas: A kondenzéatorban a térerdsség konstans z-irdnyt vektor:

—

E=(0,0,&) (&= konstans).

Egy ilyen mez6 nyilvanvaléan eleget tesz az alapegyenleteknek és kielégiti az ugras-
feltételeket is: a lemezeken normal irdanyu, a dielekrikumot a vakuumtoél elvalaszto
feliileten (z = &-nél) pedig a tangenciélis komponense folytonos. A (65) kovetkezté-
ben a pozitiv lemezen a toltésstrtiség

e€ ha 0<zxz<¢

€€ ha &<z <b,
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amelyhez
g=c-&-eE+c-(b—E&eé

Ossztoltés tartozik. Ez az érték adott, ezért

o4
cle€ + eo(b—¢)]

és a kondenzator fesziiltsége

v

cle€ +eo(b—8&)]

31.Feladat: Ugyanaz, mint el6bb, azzal a kiilénbséggel, hogy ¢ helyett a V fe-
sziiltség van megadva.

V=¢Ed= X (70)

Megoldas: Az el6z6 feladatban a kondenzatort feltltés utan lekapcsoltuk a tapegy-
ségrol, ezért volt a toltése allandd. Most rajta hagyjuk a V fesziiltségi tapegységen,

ezért £ = % lesz &llando, a ¢ pedig a (70) szerint fiiggni fog £-t6l:

1= SVIes+eolb— ).

Ezt a két feladatot késsbb folytatjuk a dielektrikumra haté erd szamitasaval.d
32.Feladat: Femgombét (kiilsé) homogén elektromos mezdbe helyeziink. Hata-
rozzuk meg a térerGsségeket és a polarizacids toltésstriséget.

Megoldas: Dielektromos gombre ezt a feladatot méar megoldottuk (28.feladat).
Hogyan lehetne ez utébbi feladat megoldasat fémgdmb esetére alkalmazni?

A fémek alaptulajdonsaga az, hogy a térerGsség benniik (sztatikus esetben) zérus,
ezért egy dielektrikum annal jobban hasonlit a fémhez, minél kénnyebben polarizal-
hat6. Ez az € — oo hataresetnek felel meg, ha a D =¢E egyenletben kdzben D-t
allandénak tartjuk; ekkor ugyanis € — oo-vel egyszerre £ — 0.

Ennek az észrevételnek az alapjan feladatunk megoldasat leolvashatjuk (62), (63)
és (64) e, — oo hatéresetébdl. A gombon kiviil az elektromos tér

~ R3 R3
FE = [1 — —3] e, +3—38cosz9 - €,
r r
a polarizaciés toltéssiiriség
o = 3eg€ cos Y,
az indukalt toltésstirtiség dipélnyomatéka pedig
p= dmeoR3E.

A depolarizacios tér a gdmbben nyilvan —E-vel egyenlG.d
kkk

Az elektrosztatikai feladatokat ezzel lezarjuk és attériink a magnetosztatikara.
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2.13. A magneses mezd

Vegyiink két egymastol p tavolsagra 1évs végtelen hosszinak tekinthets vezetst, ame-
lyekben I és I aram folyik. A tapasztalat szerint a vezetSk erét gyakorolnak egy-
mésra: mindkét vezets egységnyi hossziisagi szakaszara haté er§ az aramerGsségek
szorzataval egyenesen, a p tavolsaggal forditottan aranyos:
F L hl (71)
l p
Ha az aramok egyiranyuak, az er§ vonzo, ha ellenkez6 irdnyuiak, akkor taszito.

Erre az er6re alapozzuk az dramerGsség egységének a megvalasztasat. A legegy-
szertibb az volna, ha (71)-ben az ardnyossig helyébe egyenlGséget irnank. Ebben az
esetben egységnyinek tekintenénk egy végtelen lineéris vezetGben folyé aramot, ha
a vele parhuzamosan, t6le 1m tavolsagra lévé ugyanolyan erGsségl arammal atfolyt
vezet6 minden 1m hosszi szakaszara 1N erével hatna.

Az dramerGsség igy definidlt egysége azonban a gyakorlati elektrotechnikai alkal-
mazésok szempontjabol til nagy lenne, ezért az ampert (A) abbdl a kévetelményhsl
valasztjak meg, hogy két 1A erdsségii linearis aram egységnyi szakaszara defini-
ci6 szerint — ne 1N, hanem csak 2.1077N er6 hasson. Ennek megfelelGen a (71)-t
egyenldségként igy kell felirni:

F py 2Ll

l 4r p

(72)

ahol'?

Y
po = 4m-1077 =
Vegyiik észre, hogy mig ug értékét mérés nélkiil, az amper definicidja alapjan
valasztottuk meg, addig az 1.fejezetben ¢ értékének a megadasanal a tapasztalatra
(mérésre) kellett hivatkoznunk: az eg és a g koziil csak az egyik valaszthato szabadon.
Logikus feltételezni, hogy az elektromos toltések kdlcsonhatasdhoz hasonléan az
aramok egymaésra hatasa is kozelhatis eredménye, amelyet szintén egy mez6 — a mdg-
neses mezd vagy magneses tér — kozvetit. Ha a (72)-t — mondjuk — az 1.vezetGre
hato erének tekintjiik, akkor
F
-ként foghatjuk fel (Ampere torvény). A H a 2.vezets altal az 1.vezetd helyén létre-
hozott magneses mez§, amelyet a

1

=50 (74)

1040-t a vdkuum permeabilitisdnak nevezik.
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formula hataroz meg (Biot-Savart térvény). Ez a felbontas természetesen erGsen in-
tuitiv és — kiilonGsen ami a 2-s faktort illeti — késGbbi, részletesebb ismeretet, az
Ampére-torvény és a Biot-Savart torvény pontos alakjanak az ismeretét tételezi fel.
Ezt a pontos alakot természetesen olyan kisérletekbsl dedukaltdk, amelyeket kiilon-
féle geometriai elrendezésti vezetGkkel végeztek. A vezetSk kozott hatd erd empirikus
formuldjanak a két tényezére valasztasa persze mindenképpen tartalmaz bizonyos 6n-
kényt, amelyet csak az elmélet egészébe vald természetes beilleszkedés igazolhat.

Az Ampere-torvény azt az er6t adja meg, amely a H magneses mezGben hat egy

I aramerdsségii dram altal atfolyt lineéris vezetd dl szakaszéra'l:
dF = I(dl x poH). (75)

A Biot-Savart torvény azt mondja meg, hogy egy I dramerdGsségi linearis vezetd
dl’ szakasza milyen magneses mezG6t hoz létre a tér 7 pontjaban:

dH (7) = (dl' x R). (76)

4w R3
A képletben R a di’ szakaszt az 7-el 8sszekots 7-be mutaté vektor, és R = |E|.

Mindenekel6tt azt kell megmutatnunk, hogy amikor két végtelen hossztuinak te-
kinthets, parhuzamos, egyméstol p tavolsagra lévé vezet6re alkalmazzuk ezeket a
képleteket, a (73)-t és a (74)-t kapjuk vissza.

Vegyiik fel a koord. rendszert gy, hogy a 2.vezets az x-tengelybe esik és I iranya
a pozitiv z-irany. Az zy sik legyen a két parhuzamos vezetd sikja, és az 1.vezets az
y = p pontban messe az y-tengelyt.

Szamitsuk ki a 2.vezet§ altal az 1.vezet6 x = 0, y = p koordinataju P pontjaban
létrehozott magneses mez6t. Alkalmazzuk (76)-t az 2.vezets (x, © + dx) szakaszéra,
amelyre

—

dl’ = (dz, 0, 0),
R= (-, p, 0),
R = /a2 + 2,

(dl' x R) = (0, 0, p-dz).

A szuperpozicié-elvet H-ra is feltételezve azt talaljuk, hogy a teljes 1.vezets altal
az ¢ = 0, y = p pontban létrehozott magneses mez§ z-iranyi, és a nagysaga

Irp /°° dx
H=H,=— ——.
A . (I2 _|_p2)3/2

A ,uoﬁ szorzat helyett gyakran hasznaljak mar a vakuum magnetosztatikijaban is a B induk-
ciovektort. Ebben a jegyzetben az indukcitt csak a kézegek magnetosztatikijaban vezetjiik be, de
a vakuum magnetosztatikdjaban is poH szorzatot irunk azokon a helyeken, ahol kdzegekben B fog
allni.
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Az integral az x = p - sinh a helyettesitéssel szamithaté ki, amelybdl dx = p -
cosh o - dov, valamint 22 4 p? = p? - cosh? a:

/OO du = 1/007(10[ —i[tanha] h _2
oo (:1:2 + p2)3/2 p? J_o cosh? a p? oo p?’

- 27p’

ezért

(77)

a (74)-el 6sszhaghan. Az z-irdnyu transzlacios szimmetriabol vilagos, hogy az 1.veze-
t6 minden pontjdban ugyanekkora a mégneses mezS. Vegyiik észre, hogy a 2.vezetére
torténd integralas hozza be azt a 2-s faktort, amit éppen emiatt célszert az

amper definicigjaba belefoglalni. .
Szamitsuk most ki az 1.vezet6 P pontja koriili dl szakaszra haté er6t (75) alapjan:

H=(0,0, H), dl=(dz,0,0),

(dHl X ‘U()ﬁ) = (07 _,MOH . d.f, 0)7

és igy az 1.vezetd egységnyi hosszt szakaszara hatod erd
dF
— =1 - (0, —pu.H, 0).
d(r 1 ( /’LO )

Ez az er6 a 2.vezetd felé mutat (ha I; és I azonos irdnyi) és nagysaga

dFr

— = o1 H

dr Moly Lt
a (73)-al Gsszhangban. Ha H-t (77)-bdl ide behelyettesitjiik, visszakapjuk (72)-t,
amely gondolatmenetiink kiindulépontja volt.

2.14. A Lorentz-erd

Lorentz-erének az elektromagneses mez6ben a ponttoltésre haté ers erStorvényét
nevezziik'?:
F=eE+q(VxpoH). (78)

Itt U a test sebessége, E és H a mezok értéke a ponttdltés helyén.

A Lorentz-er6 masodik tagjat abbol lehet kikdvetkeztetni, hogy linearis vezetd
esetén ez a tag az Ampére-torvényre vezet. Valoban, tegyiik fel, hogy az aramot ¢
toltést, v = konst sebességil ponttoltések mozgasa hozza létre, amelyek strtisége a

12Eszerint a definicié szerint a Coulomb-ers a Lorentz-er$ része. Gyakran azonban Lorentz-erén a
(78) masodik tagjat értik.
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vezetd mentén n méter—': I = nqu. A vezetd dl hosszisagu szakaszan a ponttdltések
szama dn = n - dl, ezért (78) szerint magneses mezGben erre a szakaszra

dn-q(Ux uoﬁ) :n-q({)’-dl X uoﬁ) :nqv(d_z X uoﬁ) = I(Jl X Moﬁ)

er§ hat az Ampére-térvénnyel Gsszhangban (a levezetésnél kihasznaltuk, hogy a dl
szakasz irdnya a sebesség iranyaval egyezik meg: vdl = vdl).

2.15. A magneses mezdnek nincs toltés jellegi forrasa

A tapasztalat szerint a méagneses térnek nincsenek forrdsai abban az értelemben, ahogy
az elektromos toltések az elektromos mez6 forrasai. Mint lattuk, az elektromos mezd
er6vonalai mintegy "kidramlanak" a tér azon pontjaibél, amelyekben pozitiv pont-
toltés van, és "bedramlanak" azokba a pontokba, amelyeket negativ ponttoltések
foglalnak el. A ponttoltés nagysagat az er6vonalak (az elektromos mezg) fluxusa ha-
tarozza meg a Gauss-tételen keresztiil. Magneses toltések (monopdlusok) azonban a
természetben gy latszik, nem fordulnak el6. Matematikailag ezt a tapasztalati
tényt a

div poH =0 (79)

egyenletben foglalhatjuk 6ssze, amely a magnetosztatika 1.alapegyenlete vikuumban
és egyben az egyik Maxwell-egyenlet is.

A divergenciamentes vektormezGket szolenoiddlisnak is nevezik. A szolenoidalis
vektormezGk erGvonalai onmagukba zar6dnak vagy a végtelenbe tavoznak.

2.16. A magneses mezd és az aramsitriiség kapcsolata

Ezt a kapcsolatot az (76) Biot-Savart torvény tartalmazza, amely nem lokdlis: a
magneses mez6 itt attol fliigg, hogy milyen az aram ott. Célszert a kapcsolat lokdlis
alakjanak a felderitése, amelynek azt kell megmutatnia, hogyan filigg 6ssze a tér adott
pontjaban adott pillanatban a méagneses mez8 és az dramsdriség.

Az aramsiirtiség definicidja a kovetkezs:

-

J(F,t) = p(7,t) - T(7,1). (80)

Itt a p(7,t) skalarmez6 a toltésstrtség, a (7, t) vektormezs pedig a toltéssiirtiség
aramlési sebessége az 7 pontban a t-pillanatban.

Legyen s egy © normalvektoru d¥ nagysagu infinitezimalis feliiletelem, amely
tartalmazza az 7 pontot. A (¢,t+ dt) intervallumban a dS-n atéraml6 toltés mennyi-
ségét a

dq = J(7,t)cosd - dS - dt = (J(F,t) - dS)dt

képlet hatarozza meg, amelyben ¥ a J és az i altal bezart sz0g. Ez az Osszefliggés
vilagitja meg az dramstrtiség fizikai jelentését.
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Megjegyezziik, hogy az dramstiriiség altalaban egynél t6bb (80) tipusu tag dsszege.

A fémekben pl. B
J(7t) = pe(7t) - Ve (7, t) + pi(7, 1) - 03(7, 1),

a szabad elektronok és a fémionok aAramsiirtiségeinek Gsszege. A fémionok azonban
racsponthoz kotottek, ezért nyugvé fémben 0; = 0, és az dramstirtiség egytaguva valik.
Ez magyarazza, hogy a fémekben gy folyik dram, hogy kozben a teljes toltésstiriiség
zérus (p. + p; = 0).

A mégneses mezG és az dramsitiriiség lokalis kapcsolatat a

rot H=J (81)

egyenlet fejezi ki, amely a magnetosztatika 2.alapegyenlete (de nem Maxwell-egyenlet,
mert csak akkor érvényes, ha a terek nem valtoznak az idében). Ennek az egyenletnek
a struktaraja alapjan az aramstiriiség a magneses mez6 forrasanak tekinthetd, de ter-
mészetesen egyaltaldn nem abban az értelemben, ahogy a toltésstriiség az elektromos
mez$ forrdsa: a magneses mez6 erGvonalai — mivel zartak — nem keletkezhetnek az
aramstirtségben, hanem koriilolelik azt. A (81) és az 1.Poincaré-azonossag kovetkez-
tében div J = 0, az aramstiriiség a magnetosztatikaban szolenoidalis vektormezé.

Alabb a 2.alapegyenlet igazolasaként a két alapegyenletbdl levezetjiik a Biot-Sa-
vart torvényt. El6bb azonban — az elektrosztatikdhoz hasonl6an — Poisson-egyen-
letté alakitjuk Gket.

2.17. A vektorpotencial

A (79) alapegyenletet az 1.Poincaré-azonossag megfordithatosaga kovetkeztében azo-
nosan kielégithetjiik, ha a magneses mez&t az A vektorpotencial rotaciojaként fejezziik
ki:
poH = rot A. (82)
Mind az 57 mind a H esetében lattuk, hogy egy vektormez6t (a végtelenben meg-
kovetelt eltiinés mellett) két egyenlet hataroz meg: meg kell adnunk a vektormezének
potencialt akarunk hozzarendelni, a (82) nem elegends'®, el6 kell még frnunk az A
divergenciajat is. Mivel a vektorpotencial segédmennyiség, amely maga nem hataroz-
hato meg a sajat erGhatasa alapjan (csak az A-bol szamitott H az, ami az erGhatésa
alapjan mérhets), ezért a divergencigjat onkényesen irhatjuk el6. A sugarzasi felada-
tok szempontjabdl a

- 0P
div A= — — 83
iv €00, (83)
valasztas bizonyul majd célszertinek, amely a sztatikus feladatoknal a
div A=0 (84)

13Kz a 2.4 fejezetbdl is kideriil: a (82) csak egy tetszoleges fiiggvény gradiensének az erejéig hatéa-
rozza meg A-t.
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egyenletre redukalodik. A (82) és a (84) mar egyértelmtien meghatarozza a vektorpo-
tencialt azon természetes peremfeltétel mellett, hogy véges kiterjedési rendszereknél
a végtelenben tartson zérushoz.

Most mar meg tudjuk mutatni, hogy a vektorpotencial minden komponense egy-
egy Poisson-egyenletnek tesz eleget, amelynek jobboldalan az dramstiriiség megfelels
komponensének —pg-szorosa all. Ehhez a

rotrot V = grad (div V') — V2V. (85)

egyenletet hasznaljuk fel, amely Descartes-komponensekben nagyon kénnyen igazol-
haté. Specialisan a vektorpotencialra ez az egyenlet (84) kovetkeztében a

rotrot A = —V2A

felhasznaljuk (81)-t is, a keresett
V2A = —poJ (86)

vektoridlis Poisson-egyenletre jutunk, amely egyenértékid a magnetosztatika két alap-
egyenletével.
A (86) a harom

V2Ai = _MOJl (l = 17 27 3,Vagy z, Y, Z)

egymastol fliggetlen Poisson-egyenlet vektorialis alakja, amelyek mindegyikére alkal-
mazhat6 a (25) megoldo képlet, amely szerint

o Mo , i)
Ai(7) = —/dQ - 87
M=z e (57)
Vektorialis formaban ugyanez:
1/ = /,LO / 4‘(7’7)
A(r) = —/dQ =—. 88
M =i7 [ (55)

A Biot-Savart torvény ennek az egyenletnek a kovetkezménye. Vegyiik ui. mindkét

. . (7
H(r) = irotA(F)* i/dQ’-Tot _'(TH .

Ho _47T fr—frll

A rot -t azért vihettiik be az integraljel ala, mert nem az 7 integracios valtozora,
hanem re hat. A rot az S = |’ —7]~! skaldrmezs és a J(r') vektormezG szorzatéra
hat, ezért a

rot (SV) = Srot V + grad S x V
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képletet kell alkalmazni, amely a 2.7 fejezetben tanult modszerrel igazolhato. De
rot J(r') =0, ezért

- 1 1
H(F) = — [dQgrad —— x J(r") =

(89)

- - = - =
/ /

— _i/dQ/(F_T)iJ(T)_i/dQ/J(T)XR7
P — |3 47 R3

. -
ahol R = ¥ —r/. Ha az aramstirtiség csak egy linedris vezetén beliil nem zérus, akkor

—

ds)’ - f(r’) =di' 1 és (89) azt fejezi, hogy az 7 megfigyelési pontban a mégneses mezd
a kontir elemi szakaszaibél pontosan a Biot-Savart torvény alapjan szarmaztatott
méagneses mezSk vektoridlis Osszege.

2.18. A magnetosztatika egyenletei integralis formaban

Integraljuk (81)-t egy X feliiletre, amelynek hatara az [ zart kontur:
/(rotﬁ dsh) = /(f. asl).

A baloldal a Stokes-tétel alapjan a H cirkulaci6ja [-n, a jobboldal pedig a >-n

athalado I aram:
]((ﬁ -dl) = 1. (90)

A mégneses mez6 cirkulacioja a zart kontuar altal hatarolt aramerdsséggel egyezik
meg: ez a magnetosztatika 2.alapegyenletének integrélis alakja. Az 1.alapegyenlet

integralis alakja
/ (H : di) —0,
b

ahol X zdrt feliilet: a magneses mezd fluxusa minden zart feliileten keresztiil zérus.
33.Feladat: Vezessiik le (77)-t tjra a (90) segitségével.

Megoldas: A ¥ (nem zart) feliilet legyen a linearis dramvezetére merGleges p su-
gara korlap, amelyet a vezet6 a kozéppontban metsz. A z-tengely essen egybe a
vezetGvel, a pozitiv irdny az aramirdnnyal. A ¥ hatarat képezd [ koron H a Biot-
Savart torvény alapjan érinti a 3 hatarat képez6 [ kort és a hengerszimmetria miatt
nagysaga mindeniitt ugyanaz a H: (H,, H,, H.) = (0, H, 0). Mivel

dl = (dl,, dl,, di.) = (0, pdep, 0),
ezért

(H - dl) = Hpde,
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0
tehat

H=—, (91)

a (77)-el 6sszhangban.de

2.19. A magneses dip6l
Egy aramokat magéba foglalé rendszer mdgneses dipélnyomatékdinak az

m:%/dg-(mf) (92)

vektort nevezziik. Ez a képlet a (33) magneses megfelelGje.
A magneses dipolnyomaték az dramsiiriség origora vonatkoztatott nyomatékanak
a fele. Azonban annak kiovetkeztében, hogy a magnetosztatikiban az aramstirtiség
divergenciamentes, m valgjidban nem fiigg a vonatkoztatasi pont megvalasztasatol,
és ezért éppen olyan "belsé" jellemz@je az aramrendszernek, mint amilyen "belsg"
jellemzGje az elektromos dipélnyomaték a zérus 0ssztoltési toltésrendszereknek.
Valéban, az d-ra vonatkoztatott méagneses dipolnyomaték

w%f:%/da-((f_a)xj):m_%(ax/da-f))

m-el egyenld, mert jintegrélja zérus. Legyen v 6nkényes iranyu egységvektor. Az
integral v komponense a kovetkezéképpen alakithaté:

/dQ-Jyz/dQ-(ﬁ-f):/dg(ﬁ(ﬁ-ﬁ)-f):(29)=—/d9-(ﬁ-f*)(6-J),

és J divergenciamentessége miatt ez valéban zérus.

34.Feladat: Szamitsuk ki egy I aram &ltal 4tfolyt zart linearis vezet§ magneses
dipélnyomatékat.

Megoldas: Linearis vezetére (92) értelemszertien a kovetkezd:

I -
n== ¢ xd
=5 0 )
amelynek v komponense

m,,:(ﬁwﬁ):é%(ﬁ(?xdﬂ):é%((ﬁxf)-df):g/grot(ﬁxf)-di

ahol ¥ a kontir altal hatarolt feliilet (az utolso lépésben a Stokes-tételt alkalmaztuk).
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A 7 fejezetben ismertetett eljardssal belathatjuk, hogy

— —

rot (U x V)= (V-grad)U — (U - grad )V +div V- U — div U -

\.<l

amelynek alapjan rot (7 x 7) = 2v, igy

mV:I~(ﬁ~/d§]),
b

mzf/di.
>

Sikkonttrra d¥ = 7 - d¥, ahol 7 a kontur sikjara a jobbkézszabalynak megfelelGen
allitott normélvektor. Ezért ebben az esetben

azaz

=15, (93)

ahol S a kontur altal hatarolt teriilet. Specialisan a sugart koraramra m = I-a%7-7.d

Attériink a pontszerd magneses dipél targyalasara. A pontszert elektromos di-
pol targyaladsaval analog eljaras az volna, ha megadnank a pontszerti magneses dipo6l
aramstiriiségét, és ezt (89)-be irva kiszamitanank a magneses terét. Ez az eljaras azon-
ban technikailag bonyolultabb, mint az elektromos dipél esetében, ezért més utat ko-
vetiink: a kis koraram tulajdonsagaibél szarmaztatjuk le a pontszerd magneses dip6l
vektorpotencialjat és magneses terét!4.

35.Feladat: Hatarozzuk meg a kis koraram magneses terét a koraramtél nagy
tavolsagra.

Megoldas: Legyen a koraram a-sugari kor az zy sikban az origéval, mint ko-
zépponttal. A megfigyelési pont legyen 7 és legyen az xz sikban: ¥ = (z, 0, z) =
(r-sina, 0, 7-cosa). A feladat szerint r > a.

Els6 lépésben a kéraram vektorpotencialjat szamitjuk ki (88) segitségével. Az
integralas a korvezetd térfogatara terjed ki, ezért

7
- I-dl
A=
47 |'F_ 'r'/|
ahol
=y, )= (a-cosy, a-sing’, 0), r'=a
valamint

dl' = dr' = (dly,, dl,,, dl’,) = (—a-sing’, a-cosy’, 0)-dy'.

1 Azok szamara, akik a masik utat is kiprobalnak, segitségiil megadjuk az m pontszerti magneses
dip6l aramsiiriiségét: Jo, = rot (r?l, . 5(?)), amely (40) méagneses megfelel§je.
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Az 7és a1 altal bezart szoget jeloljik ¥-val:
7

1
cos) = ——(7-1") = cos ¢’ - sinav.

Az r > a kovetkeztében az a/r kis mennyiségben linearis pontossaggal

1 1 1

|F—r_7| B \/r2+a2—2racos19_7"\/

—_

~

2
1—2Ecosz9+a—2
r r

1 1 1
-~ —(1+9cos19) = (1+gcoss0’-sin0<),
r r r

" 1-— 2E cos v
\ r

Q

és igy
. I .
A(F) = Hot %(1 +Zcosy! ~sina) Ll
4mr r
Komponensekben:
'LLOI 2w a
A (F) = — (1 + —cos¢’ - sina) (—a-sing')dy' =0
drr Jo r
I 2 I- 2
Ay (F) = Z% ; (1 + % cos ¢’ - sin a) (+a - cos ' )dy' = % sin o
A.(F) = 0.

A koraram (93) magneses dipolnyomatékanak felhasznélasaval ezek a képletek igy
foglalhatok Ossze:

A = L (i x 7,

T 4qr3
ami )
T Ho [ o =
AF) = —-—= -
(7) . <m X VT)

alakban is felirhato. . .
A kovetkezo lépés H kiszamitasa A-bol:

— 1 - 1 -1
H(7) = %Tot A(F) = _ETOt (ﬁ X V;) .

A rot (U x V) fentebb mar idézett képlete szerint 1 = konstans miatt

r

rot (ﬁ"L X 61> =m- V2l — (- 6)63
r r
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Mivel szamitdsunk az origd kornyékére nem vonatkozik (r > a), az els6 tag (24)
alapjan zérus. A masodik tagban felcseréljiik a differencialasok sorrendjét:

-1 .- o (T
rot (mxv—> - 9) v(mgr),
T T T
tehéat L
oo ST
H(F) = _v47r7“3 (r>a).

A gradiens mogott a pontszeri (elektromos) dipdl (42) potenciélja szerepel, ha benne

1
— p-t m-el helyettesitjiik. Ezért (43)-bol
€0
= 3(m- )T —r?m
4mrd ’

vagyis a kordram magneses tere a koraramtol tavol dipoltér. Ez a tény indokolja —
utolag  a mégneses dipolnyomaték elnevezést.de

Pontszeri mdgneses dipdlnak az olyan pontszerd objektumot nevezziik, amelynek
magneses terét minden r > 0-nal (94) adja meg. A pontszerti méagneses dipolt olyan
kis koraramnak képzelhetjiik el, amelynek a sugara nulldhoz, az dramer&ssége végte-
lenhez tart gy, hogy a magneses nyomatéka allandd. A méagneses dipolra haté er6t
és forgatényomatékot az elektromos dipdlra vonatkozé megfelel§ képletek mintédjara
irhatjuk fel p’ — m, E — ,uoﬁ helyettesitéssel.

A ponttéltésekbsl allo egyszert dipolt gyakran Coulomb-dipdlnak, a kordrambol
allot Ampere-dipslnak nevezik.

(94)

2.20. Polarizalhat6 kézegek magnetosztatikaja

A magnesezhet§ anyagok targyaldsat az elektromosan polarizilhatd kozegekkel vald
hasonlésagukra alapozzuk. A dielektrikumok elektrosztatikidjanak lényeges vonasa,
hogy az E mellett bevezetjiik a D eltolési vektort is, amely a divergenciét tartalmazé
egyenletben keriil E helyébe. A D és az E — a trivialis €y faktortol eltekintve, — a
kozeg polarizacidja kovetkeztében kiilonbozik egymastol:

D = ¢E + P.
Az ismeretlenek szamanak a megnidvekedése még egy egyenletet kovetel: ez az anyagi
egyenlet, amely a P-nek az E-t6l valé fiiggését rogziti.
Alkalmazzuk most ugyanezt a gondolatmenetet a magnesesen polarizalhato koze-

gekre. Beve7etJuk a B magneses indukciot, amely vakuumban aranyos a H térerds-
séggel: B= MOH és az alapegyenleteket

divB = 0 (95)
Totﬁ =

1!

<~
—
©
=
=
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alakban irjuk fel. Kézegekben a B - uoﬁ kiilénbség a polarizacié kovetkeztében mar
nem nulla. Erre a kiilonbségre a oM jelolést vezetjiik be, amelyben M a (mdgneses)
polarizdcids vektor.'®. Eszerint

B = po(H + M). (97)

Az anyagi egyenletet posztulaljuk megint az M = xmﬁ linearis forméaban (x,, a
mdgneses szuszceptibilitds). A (97) figyelembevételével

B =puH, (98)

ahol u = popr = po(l + xm) a mdgneses permeabzlzms 1y pedig a relativ magneses
permeabilitas. Vakuumban u, =1, B = uOH a korabbi jeloléseinkkel dsszhangban.

A (95), (96) egyenleteket a kweghatarokon megfelel§ ugrasfeltételekkel kell he-
lyettesiteni, amelyek magukbol az egyenletekbsl kévetkeznek, és a dielektrikumokhoz
hasonl6 eljarassal allapithatok meg. A (95)-bdl a 4.abra segitségével levonhatjuk a
AB,, = 0 hatarfeltételt. A (96)-bol az 5.abra felhasznalasaval megallapithatjuk, hogy
AH,; a feliileti dramsiriségnek azzal a komponensével egyenls, amely az abra sikja
mogé mutat. Amikor feliileti &ram nem folyik, a H tangencialis komponense folyto-
nos. Ebben az esetben teljes az analégia magnetosztatika és az elektrosztatika kozott
(ha o5 = 0):

E——H DB € — .

36.Feladat: i permeabilitasi rudat N/méter menetsiirtiségii tekercesel vesziink
koriil, amelyben I dram folyik. Mekkora mégneses tér lesz a ridban, ha a rad olyan
hosszii és a menetsiirtiség olyan nagy, hogy a szért teret a ridon kiviil nullanak te-
kinthetjiik?

Megoldas: A rad tengelye legyen az €, az dram irdnya pedig az €, irdny. Nagy
menetsiriségnél feltehetjiik, hogy a tekercs NI feliileti dramstiriiséggel egyenérték.
Mivel a tekercs kiilss feliiletén H = 0 és a feliileten atlépve a H-nak a feliilet €p
normélisara és a feliileti &ramstriiségre mersleges komponense NI-vel "ugrik", ezért
a tekercsen beliil H, = NI és a t6bbi komponens zérus. A rad végétdl tavol, ahol a
széleffektusok elhanyagolhatok, a magnetosztatika egyenleteit a H=NI" €y, B= uH
homogén terek elégitik ki.de

A ligy mdgneses anyagok a fémek magneses megfeleli, noha p, nem tekinthetd
benniik végtelennek, csak nagyon nagynak (10° — 108). Kvalitativ megfontolasokban
azonban feltehetjiik, hogy a lagy magnes ideélis, és benne H=0 ugyanugy, ahogy a
femben E = 0. A teljes analogia kovetkeztében a magneses mezd az idealisan 1agy
magnes iiregeiben is zérus (mdgneses drnyékolds).

37.Feladat: Mutassuk meg, hogy két kiilonbdz6 magneses kozeg hataran zérus
feliileti aramsiiriség mellett az er6vonalak "torési torvénye"

15Az7 ¢o és a up kezelésében kiilonbség van az elektromos és a magneses eset kézott, ami annak
kovetkezménye, hogy a (2)-ben eo-t a neveztbe, (72)-ben po-t a szamlaloba irtuk.
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B _ tgon
por  tgas’

ahol «; az er6vonalnak a hatarfeliilet normaélisaval bezart szoge.
Megoldas: A B, és a H; folytonossagit a

B cosay = By cosas Hysino; = Hosinao

egyenletek fejezik ki, amelyeket egyméssal elosztva kapjuk az igazolando képletet.do

A permanens mdgnesek kiils6 tér nélkiil is polarizalt allapotban vannak, ezért az
M mez6t megadottnak tekinthetjiik benniik; a (97) érvényes rajuk is, a (98) azonban
nem.

Tekintsiink pl. egy mégnesrudat (6.4bra), amely hossztengelye mentén (z irany-
ban) polarizalt. A radon beliil M= (0,0, M) = konstans, a radon kiviil M=0. A
dielektromos polarizacié kapcsin szerzett tapasztalataink alapjan ugy képzelhetjiik,
hogy noha valésigos méagneses toltések nem léteznek, ennek az M vektormezének
az erGvonalai valamilyen —o, fiktiv feliileti magneses toltéssiirtiségbdl indulnak (déli
polus) és a megfelelg +o7, fiktiv felilleti méagneses toltésstrtségben végz&dnek (észa-
ki polus). A (97) valamint div B = 0 kdvetkeztében div H = —div M, vagyis a H
mezének ugyanazok a (fiktiv) toltések a forrasai (nyelsi), amelyek az M mez8 nyelsi
(forrasai): a H er6vonalai az M erévonalaival ellentétes irdnytak, az északi pélusbol
indulnak és a déliben végzédnek. Az M-el ellentétben azonban H nem korlatozodik
a méagnes térfogatara, hanem csak a végtelenben kell eltiinnie.

e
4444
T
-

Sl
i

6. abra.

Ha az északi polust koriilvessziik egy X feliilettel és alkalmazzuk ré a Gauss-tételt,
akkor azt taldljuk, hogy a Y-n keresztiil a H és az M fluxusa elGjeltdl eltekintve

egyenld egymaéssal. Mivel M csak a magnesridon beliil nem nulla, ez csak akkor
lehetséges, ha M > H. A (97) kévetkeztében ezért a magnesrudban Baz M 1ranyaba
mutat, tehat ellentétes irdnyd, mint H. A magnesradon kiviil azonban B = MOH
kévetkeztében B és H ugyanabba az iranyba mutat. Ez Osszefér azzal, hogy a B
mez$ divergenciamentes és az erGvonalai zart gorbék.
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A mégneses és az elektromos polarizaciot leir6 egyenletek, (48) és (49), ill. (95)

és (96), szoros formai hasonlésagot mutatnak: o, = 0 esetén az E «— H, D «—— B
helyettesfres egyméasba viszi at 6ket. Ha azonban azt a kerdest vizsgaljuk, hogy az
E D paron belill melyik a fizikai elektromos mezd, a H B paron beliil pedig melylk
a fizikai méagneses mez§, akkor masfajta csoportositast kapunk: azt talaljuk, hogy E
és B a fizikai mezd, mig Deés H segédmennyiségek.

A fizikai és a nemfizikai mezSk kozotti valasztas azon alapul, hogy a divergen-
ciaegyenletek jobboldala a mez&k forrasstiriiségével egyenls. AZ elektromos mezérél
tudjuk, hogy minden elektromos toltés létrehozza, és a div E = p/eo egyenlet ép-
pen azt fejezi ki, hogy az E forrésa a teljes toltésstiriség. D mezGt ezzel szemben a
div D = ps szerint csak szabad toltések hoznak létre, és ezért D semmiképpen sem
azonosithato azzal az elektromos mezgével, amelyet a toltésekre gyakorolt hatasan ke-
resztiil ismeriink. Ennek kdvetkeztében a Coulomb-erd képlete polarizalhaté kozegben
is qE

A méagneses mezdrél tudjuk, hogy egyaltalan nincs forrasa Ezt a divB =0 egyen-
let fejezi ki, mig a divH = —divM mutatja, hogy ahol div M #0,a H-nak forrésa van.
Ennek kivetkeztében a B az a méagneses mezG, amelyet a mozgo toltésekre gyakorolt
hatésa révén ismeriink, és a Lorentz-er§ magneses tagja polarizalhaté koézegekben is
q[v x B].

Felmeriil a jogos kérdés: ha B a valodi magneses mez0, a polarizalhato kozegekre
torténd attérésnél miért csak a (79) divergencia egyenletben irtunk Moﬁ helyett g—t,
miért nem tettiik meg ugyanezt a (81) rotécié egyenletben is?

A magyarazat elég nyilvanvalé: a kozeg M méagneses polarizicidjadnak a hatasa
éppen az, hogy — a J mellett — maga is letreh07 méagneses mezGt. Valoban, fejezziik
ki (81)-ben H-t B-n keresztiill a B = MO(H + M) egyenlet segitségével. Ezt kapjuk:

rot B = uof—i— Lorot M.

A po faktornak nincs kiilonosebb jelentsége, ez mar a vakuumban is megkiilonb6z-
tette B-t H-tol. A lényeges a jobboldal méasodik tagja, amely a polarizalt kozeg
jarulékat fejezi ki a B fizikai magneses térhez. Mint latjuk, az M rotacioja ebbdl a
szempontbol ugyanazt a szerepet tolti be, mint a féuramst’im’iség7 ezért rot M-t mo-
lekuléris aramstriségnek nevezik (és J-el jelolik). Ez az elnevezés arra utal, hogy
a molekuldk magneses nyomatékat, amelyekbdl M Osszetevidik, a molekulan belii-
li kéraramok hozzak létre. Ez a kép azonban csak bizonyos esetekben érvényes. A
legmarkansabb mégneses anyagok M -je az elektronok sajat magneses nyomatékabol
szarmazik, amely a spinnel'® kapcsolatos, és semmiféle dramstriség sem tartozik hoz-
zé4. Ezért biztonsagosabb, ha a "molekuléaris dramstrtiségen" azt értjiik, amit rot B
egyenletében kifejez: a kozeg magneses polarizacidjanak jarulékat.

16 A spint a kvantumelméletben targyaljuk.
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A tankonyvek jelentGs részében méar a vakuumegyenletekben is a B-t hasznaljak
H helyett, vagyis a (79), (81) part

divB = 0
rot B = ,uof

formaban irjak fel. Ekkor a rotacié egyenlet baloldaldan mar eleve B all, ezért a polari-
zalhato kozegre torténs attérés ugy tortenlk hogy a jobboldalon ﬁgyelembe veszik a
polarizacié jarulékat. Mivel célszerd J jelentését valtozatlanul hagyni (J a szabad és
a dielektromos polarizacios toltések aramstrisége), a jobboldalhoz egy porot M tag
formé&jaban hozza kell adni a polarizacios dramstriiséget (ehhez természetesen el kell
fogadni vagy meg kell mutatni, hogy tényleg ilyen alaka). Ezutan lehet bevezetni H-t

L1
a H = —B — M definicidval, és igy jutunk el a (96) egyenlethez.

A kéfuoel]aras tokéletesen egyenértékii. A kiilonbség koztiik csupan annyi, hogy a
B = ,uO(H + M) egyenle‘ret posztuléljuk elébb, és ebbdl kap]uk meg a polarizacios
aramstrtsegre a rot M kepletet vagy megforditva, a rot M képlettel inditunk, és
beléle vezetjiik le B7 Heés M kapcsolatat. A dielektrikumoknal a masodik eljarassal
analog utat kovettiik, a targyalast a p, = —div P egyenlet bevezetésével inditottuk,
amely a fm = rot M analogonja. A magneses esetben azért valasztottuk mégis az
els6 utat, mert a mégneses polarizicié bonyolultabb jelenség, mint az elektromos, és
ez megneheziti a J = rot M egyenletbdl torténd inditast. Ezenkiviil az elektromos
polarizacié ismerete lehet6vé tette, hogy a magneses esetet az elektromos mintéjara
targyaljuk.

2.21. Az indukci6 torvénye

Ha egy R ellenallasu zart vezetd (jeloljiik [-el) kozelében radmégnest mozgatunk, ak-
kor a vezetSben altalaban dram indukdlédik, amelynek az erGssége legyen I(t). Ez a
tény mutatja, hogy a vezetében a t-pillanatban & = I(t) - R elektromotoros erének
nevezett fesziiltség hat.

Az elektromotoros er6t nem okozhatja més, mint az elektromos mez6 a vezetd
mentén:

£= ]((E.Jz). (99)

Az elektrosztatikdban ez a konturintegral természetesen zérus volna, de az integ-
randusban szerepld elektromos mez6t nem sztatikus toltés, hanem a méagnes mozgésa
hozta létre indukcio révén. Az indukcio révén létrejovs elektromos mezét Faraday-tér-
nek szokés nevezni, szemben a toltések, mint forrasok altal létrehozott Coulomb-tér-
rel. Megjegyezziik azonban, hogy E-ben objektive nem véilik ketté ez a két Gsszetevd,
megkiilonboztetésiik csupan a kommunikiciot megkénnyité konvencio.
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Az indukci6 tapasztalati torvényének a megfogalmazéisahoz vezessiik be a ¥ méag-
neses fluxust a

U= /E(B~d2) (100)

képlettel, amelyben ¥ tetszSleges feliilet, amelynek a hatara a fentebb bevezetett [
zéart vezet6 és normélisa az [-n felvett irdnyhoz van igazitva a jobbkézszabaly alap-
jan. A definici6 a B magneses mezGt tartalmazza, amely csak vikuumban egyenld
,uoﬁ—val. Adott | mellett ¥ ugyanaz, akirhogy is véilasszuk a 3 feliiletet: ez annak
kovetkezménye, hogy a B divergenciaja mindig zérus.

38.Feladat: Bizonyitsuk be ezt az allitast.

Bizonyitas: Legyen X és X' két kiilonbozé feliilet, amelyeket azonban ugyanaz az
[ zart gorbe hatarol és normaélisuk az [-n folvett iranyhoz van igaziva. A két feliileten
a keresztiil a fluxus legyen W és ¥/. A ¥ — U kiilonbség a B fluxusa a $-bol és X'~
bol Gsszetett zdrt feliileten keresztiil, az Gsszetett feliilet kiils6 normaélisa iranyéban.
A Gauss-tétel alapjan azonban ez a fluxus div B térfogati integraljaval egyenld, és
div B = 0 miatt zérus. Ennek kdvetkeztében U = U’ ahogy allitottuk.de

Az indukci6 torvényének a tapasztalat altal igazolt integralis alakja a kovetkezd:

E=-VU. (101)

A kozelhatas elve alapjan egy adott pontban a Faraday-tér a magneses mezg val-
tozési sebességével kapcsolatos ugyanabban a pontban, és természetesen ott is meg-
jelenik, ahol nincs jelen vezets. A vezet$ csak a Faraday-tér észleléséhez sziikséges.
Keressiik ezért az indukci6 torvényének lokalis megfogalmazasat.

A (99), (100) segitsegével az indukcio térvénye az

/Z<_aa—§.di>_j§(ﬁ.cﬁ)
A(—%?-di)z/x(rotﬁ-di).

Ez az egyenlGség tetsz6leges X feliiletre fennall, ami csak ugy lehetséges, hogy az integ-
randusok egyenlék. Ezt az egyenlGséget fejezi ki az indukcié torvényének differencialis
alakja

L 9B
tE+—=0 102
rot B+ 5= =0, (102)

amely egyben a Maxwell-egyenletek egyike.
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Az elektrosztatikdban a rot E = 0 kvetkeztében allithattuk, hogy Ead® potencial
negativ gradiense. A (102) ezt nem teszi lehet6vé. De ez az egyenlet a magnetoszta-
tika div B = 0 1.alapegyenletével egyiitt ~ mint kdnnyen meggyézédhetiink réla
azonosan kielégithets a

B = rotA
. 04 -
- _Z _ 1
E 5 Vo (103)

helyettesitéssel, amelyekben az /_1', ® potencidlok a tébbi Maxwell-egyenletbél hata-
rozhatok meg. A (103) els6 tagja a Faraday-térrel, a masodik a Coulomb-térrel azo-
nosithaté.

39.Feladat: Mutassuk meg, hogy az indukci6 révén létrejévs Aram magneses tere

csOkkenti a vezets altal hatarolt fluxust (Lenz-torvény).

Igazolas: Legyen a vezetd korvonal az xy sikban, a kozéppontja essen egybe az
origoval. A ridmaéagnes a negativ z-tengely mentén kozeledjen a kontur felé és pozitiv
pélusa legyen a kontirhoz kozelebb. Ekkor ¥ ng, ¥ >0, £ < 0 és az indukalt aram
irdnya a jobbcsavarral ellentétes (a pozitiv z-tengely fel§l nézve az 6ramutato jarasa-
val egyiranyt). A jobbkézszabaly alapjan ez az aram az orig6 tartomanyéban negativ
méagneses mezGt hoz létre, ami a magnes terével ellentétes iranyi.de

2.22. A toltésmegmaradas

Azt az empirikus tényt, hogy a természetben az elektromos toltések algebrai Osszege
szigortian valtozatlan, téltésmegmaraddsnak neveziik. Keressiik meg a toltésmegma-
radast kifejez§ matematikai egyenletet!
Egy rogzitett pont koriili AQ térfogatban 16vé toltésmennyiség novekedési sebes-
d(p - AQ
ségét a (p ) parcialis derivalt fejezi ki. Ha a szébanforgé térfogatban nem kelet-
kezik toltés (az s forrasstriiség zérus), akkor a novekedést csak bearamléas okozhatja,
amely a 2.fejezet elemzése szerint —div J - AQ-val egyenl6:
op -
— =—divJ s =0).
5t (s =0)
Ha a netto bedramlés zérus (div.J = 0), akkor a toltéssiiriiség novekedését csak forras
miikddése okozhatja:
Idp
ot
Amikor sem a netto bearamlés, sem a forrasstiriiség nem zérus, mindkett6 hozzajarul
a toltéssirliség valtozasi sebességéhez:

=5 (div J = 0).

0 N
8—§:—divJ—|—s.
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Ezt az egyenletet, amelyet inkdbb az atrendezett

.= Op
de_FE_S

(104)
alakban szoktak felirni, dltaldnos (nem stacionér) mérlegegyenletnek nevezziik.

A toltésmegmaradas szerint azonban toltések nem keletkezhetnek a semmibdl
empirikusan s(7,t) = 0 | ezért az elektromos aramsiirtiség és toltésstiriiség kozott
fenn kell allnia a

div i+ 22 — 0 (105)
ot
kontinuitdsi eqyenletnek!”. Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy az 7 koriili AQ térfogat-
ban a toltések p - AQ2 mennyisége csakis ki- és bearamléas kévetkeztében valtozhat, a
semmibdl toltések nem keletkezhetnek.

40.Feladat: Vegtelennek tekinthets kdzegben létrehozzuk a p(7) = poe_‘m2 tol-
tésstirtiséget (pp = konstans). A t = 0 pillanatban a kiézeget a rajta 1évg toltésekkel
egyiitt konstans v sebességgel mozgatni kezdjiik z-irdnyban. Hatarozzuk meg ¢ > 0-
nal p-t és J-t és ellendrizziik, eleget tesznek-e a kontinuitasi egyenletnek.

Megoldas: A mozgé kdzegre

plit) = poa— @ =)’
FE0) = (as dys J) = (p- 0, 0, 0) = ( pemale = 0,0)
Innen
% (—v) - (~2a(z — vt)) - poe 4T~ vt)?
divJ = %{; = (=2a(z —vt)) v poe— 0T = vt)?

E két kifejezés Osszege nyilvan zérus, a kontinuitasi egyenlet tehat valéban telje-

siil.de

2.23. Az eltolasi aram

Kérdés: osszhangban vannak-e az elektrodinamika eddig megtalalt egyenletei a tol-
tésmegmaradéssal?

Soroljuk fel ezeket az egyenleteket arra az esetre, amikor polarizalhatd kézegek
nincsenek jelen:

diveeE = p (106)

17 A toltésmegmaradashoz szigoriian véve nem kellene s-nek zérusnak lennie, elég lenne, ha
s teljes térre vett integrdlja zérus. Amikor ezt a feltételt a szigoribb s = 0-val helyettesitjiik, a
lokalitas elvét is figyelembe vessziik.
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] a(ﬂoﬁ)

tE+ 22— 107
70 + ot ( )
divpgH = 0 (108)
rot H = J. (109)

Helyettesitsiik be p-t és J-t (106)-bol és (109)-bél a (105) kontinuitasi egyenletbe
és nézziik meg, teljesiil-e. Kezdjiik p behelyettesitésével:

- OE
div J + di — | =7=0
2w J + dwv <€0 815) ,

azaz

- OE
div (J + € 5 ) 0 (110)

Ha ide J helyébe (109) alapjan rot H-t frunk, akkor a baloldal nem lesz nulla. De
ha feltessziik, hogy (109) csak a magnetosztatikdban érvényes speciélis alak, és altala-
nos esetben nem egyediil f7 hanem a (110) zardjelében 1évs dsszeg az, ami rot H-val
egyenld, akkor (110) baloldala az 1.Poincaré-azonossag kovetkeztében azonosan nul-
lava valik, és a kontinuitési egyenlet teljesiil.

Ez volt az a megfontolas, amely Maxwellt arra inditotta, hogy (109)-t

[ 0)
’I“OtH—J-FT

-re médositsa. A jobboldal 4j tagjat eltoldsi dramnak nevezték el, mert az dramstri-
séghez adodik hozzé és ezért logikusnak latszott aramstirtiségnek tekinteni. Maxwell
koraban ugyanis még azt hitték, hogy a teret egy speciélis kézeg, az éter tolti ki, és az
eltolasi aram az éter polarizacios toltéssiirtiségének a valtozasaval van Gsszefliggésben
(Id. lentebb a 26.fejezetet). Ma mar tudjuk, hogy ez az interpretacié téves, a J-n
kiviil nincs mas dram, de a helytelen ,eltoldsi &ram” elnevezés fennmaradt.

2.24. A Maxwell-egyenletek vakuumban

A négy bekeretezett egyenlet egyiitt a Maxwell-egyenletek teljes rendszere:

divegE = p (111)
rot £ 4+ 20D (112)
ot
divpgH = 0 (113)
- O(eE) -
t H — = J 114
ro 5 J (114)
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Ezt az egyenletrendszert joggal tartjak szdmon az emberi szellem csicsteljesitményei
kozott,.

Honnan tudhatjuk, hogy az egyenletrendszernek pont négy egyenletbdl kell allnia?
Az elektrosztatikdban és a magnetosztatikiban szerzett tapasztalatok arra mutatnak,
hogy egy vektormez&t — a végtelenben megkdvetelt eltiinése mellett — két egyenlet
hataroz meg, amelyek koziil az egyik a vektormez§ divergencidjara, a masik a rota-
cidjara tesz kijelentést. Az elektroméagneses jelenségeket két vektormezs segitségével
lehet leirni, ezért négy olyan egyenletre van szﬁkségﬁnk, amelyek rendre a két mez§

A Maxwell- egyenletek a lokahs toltesmegmaradast is tartalmazzék: ha E és H
kielégiti ezeket az egyenleteket, a kontinuitasi egyenlet  mint lattuk automati-
kusan teljesiil. Megforditva: ha a Maxwell-egyenletek jobboldalara olyan toltés- és
aramstrdseget irunk, amelyek nem tesznek eleget a kontinuitasi egyenletnek, akkor
nincs olyan E és H amely eleget tenne a Maxwell-egyenleteknek. Ebbél a nézépont-
bol az téltésmegmaradas a Maxwell-egyenletek integrdlhatdsdgi feltétele'®

41.Feladat: Hogyan lehetne kiterjeszteni a Maxwell-egyenleteket a legegyszertib-
ben gy, hogy mégneses aram- és toltésstiriiséget is tartalmazzon?

Megoldéas: A mégneses dramsiiriiséget jeloljiik f*—al, a magneses toltéssiiriséget
p*-al. Akkor

diveeE = p (115)
A(uoH) -

- _J 11
rot B + =2 5 J (116)
divpgH = p* (117)

- 9(eE) 4

t H — = . 11

ro 5 J (118)

A (117) a mégneses toltések fogalman alapul, u.i. azt fejezi ki, hogy ezek a toltések
pontosan ugyanolyan értelemben forrasai a magneses mez6nek, mint az elektromos
toltések az elektromos mezének. A (116) jobboldalara azért van sziikség éppen ebben
a forméaban, hogy a mégneses toltés is megmaradjon.de

2.25. A polarizaciés dramsitirtiség

A p, polarizaciés dramstirtiség is viltozhat idSben és ez valamilyen J_]; polarizdcids
dramsidriség megjelenésével jar egyiitt tgy, hogy teljesiil a

dp
ot

8 Ennek az allitasnak a speciélis esetével mar talalkoztunk a magnetosztatikdban (2.16 fejezet).

L2 4 div J, =0
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kontinuitési egyenlet, Ha itt p, helyébe —div P-t frunk, latjuk, hogy
- 9P
Jpy = —.
Pot
A jobboldalhoz ugyan hozzaadhatnank egy tetsztileges rotaciot, a kontinuitasi egyen-

let ettsl még érvényes maradna. Az alabbi feladat azonban meggy6z arrol, hogy erre
nincs kényszerité ok.

(119)

42.Feladat: Tekintsiink xy irAnyban végtelen kiterjedésti dielektromos kdzeget,
amely a z-tengely —a < z < a szakaszat foglalja el. Legyen a kdzeg polarizalt agy,
hogy P = (0, 0, P), P = konst. At =0 pillanatban a polarizacié exponenciélisan
csOkkenni kezd. Szamitsuk a folyamatot kisérd polarizacios aramot.

Megoldas: Amikor
P— P(t)=P-exp(-0t), (¢>0)
a csokkenést (119) szerint

Tp(t) = (0, 0, =BPexp (—f3t))

polarizaciés dramstriiség kiséri. Az intuicioval 6sszhangban ez a képlet azt fejezi ki,
hogy a z = a hatarfeliileten felhalmozott pozitiv toltés megindul negativ iranyba és
semlegesiti a z = —a hataron felhalmozott negativ t6ltést.de

2.26. A Maxwell-egyenletek kézegekben

A (111)-ben — a mar ismert moédon — a toltessuruseget két tag osszegere bontjuk
(p = ps — div P), és bevezetjiik az eltolasi vektort a D = egE + P = ¢E képlet-
tel. Hasonléan, (114)-ben az aramstirtiségbdl is levalasztjuk a polarizéacios jarulékot:

- - 0P
J=Js+ ETR i )

A (112)-ben poH helyén az indukcios térvény differencialis alakjaban eredetileg B
szerepelt, ezt most visszaallitjuk. Az E-t nincs ok D-vel helyettesiteni. Végiil annak
érdekében, hogy sztatikus esetben méagnesezhets kdzegekben a korabbi egyenleteinket
kapjuk vissza, (113)-ban is B-t kell irnunk poH helyébe, a (114)-ben azonban meg
kell hagynunk H-t.

Ezek alapjan a polarizalhaté kozegekben érvényes Maxwell-egyenletek a kdvetke-
z6k:

és Osszevonds utan itt is bevezethetjiik D-t.

divD = p, (120)

oB
tE+ — = 121
rot B + e 0 (121)
divB = 0 (122)
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- 0dD -
rot H — i Js. (123)
Ezt az egyenletrendszert természetesen ki kell egésziteni a D= eﬁ, B = ,uﬁ anyagi
egyenletekkel.

Megjegyzés: Az utolso egyenletben D=P+ €QE id6derivaltja két tag Osszege: az
egyik a kozeg P polarizaciés vektoranak idéderivaltja  vagyis a kozeg polarizacidjat
8(605)

ot
val6ban létezne és a dielektrikumokhoz hasonléan lehetne polarizalni, akkor teljesen
logikus lenne ez utébbi tagot az éter polarizaciojat kisérs polarizacios dramstiriségnek

tekinteni. Ez a kép sugallta az "eltolasi aram" nevet erre a tagra.
kK k

kisérg aramsiirtiség, — a mésik a Maxwell altal bevezetett kifejezés. Ha éter

A Maxwell-egyenletek teljes rendszerének a legfontosabb kivetkezménye az elekt-
roméagneses hullaimok létezésének felfedezése és a hullamok generalasi médjanak, a
sugarzasnak a vizsgalata. Erre a kérdéskorre tériink most at.

2.27. A hullAmegyenlet

Az elektromagneses hullsmok a forrdsmentes (p = J = 0) Maxwell-egyenletek me-
goldéasai. A hullamok gerjesztéséhez (és elnyeléséhez) természetesen sziikség van a
forrasokra is. A hullamok azonban — ha mar egyszer létrejottek, — a forrasok meg-
sziinése utan is tovabb terjednek. Ennek az empirikus ténynek felel meg az, hogy
a forrdsmentes egyenletrendszer megoldasai. A hullamok gerjesztését a sugarzas
jelenségét  a kés@bbi fejezetekben targyaljuk.

=3

Legyen tehat (111) — (114)-ben p = J = 0. Vegyiik (112) rotacidjat:
- OrotH
rot rot E + g Tgt =0

A div E = 0 kdvetkeztében rot rot E = —V2E:
V2E — gmt H=0
Hoge -

A rot H-t (114) alapjan helyettesithetjiik E-vel'®:

- 0?E
2 —
V°E — GQMOW = (124)
Ez az egyenlet a harom fiiggetlen
0?FE;
V2E’L _GO/LOW =0 (7’ = 17 25 35 vagy I, Y, Z) (125)

19Fzt e lépést nem lehetne megtenni, ha az eltolasi dramot nem foglaltuk volna bele a Maxwell-
egyenletekbe.
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egyenlet tomoritése egyetlen vektoregyenletbe. Ugyanilyen egyenletet elégitenek ki a
H komponensei is, amint az hasonl6 eljarassal megmutathaté a masik két Maxwell-
egyenlet segitségével. Emlékeztetiink ra, hogy

02 02 02
2 _ - R
v 922 + By + 922
A 52
1
Vi - ﬁa—tf =0 (v = konstans, [v] = m/s) (126)

tipust egyenletet (skalaris) hullimegyenletnek nevezik. Az elnevezés oka az, hogy az
egyenletnek tipikus hullaimmegoldésai vannak. Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy
az

f=A ik T=wh) (127)
monokromatikus sikhulldim®® eleget tesz a hullamegyenletnek, hacsak teljesiil a
w —
k=— (k=lk|, w>0) (128)
v

egyenléség.

Megjegyezziik, hogy az exponenshez hozzaadhatunk egy 6nkényes § fazisallandot,
amelyet most — mivel semmilyen szerepet sem jatszana, — nullanak vesziink. Amikor
azonban monokromatikus sikhullamok szuperpoziciéjarél lesz sz6, emlékezni kell ra,
hogy a szuperpozicioban résztvevs hullamok fazisallandoéi kiilonbozhetnek egymastol
és ezért nem tekinthet§ mind nulldnak.

A k konstans vektort hullamvektornak, az w pozitiv konstansot pedig kérfrekvenci-
dnak nevezziik, a (valos) A pedig az amplitudé. A (127)-ben adott megoldas komplex,
amelynek valos (vagy képzetes) része az, aminek fizikai jelentése van. A komplex alak
azonban matematikai szempontbdl sokszor el6nyos.

Mibal latszik, hogy (127) (valos része) hulldmot ir le? Valasszunk egy ¢ pilla-
natot és keressiik meg azokat az (Osszefiiggs) feliileteket, amelyeken az f  hullamzo
mennyiség” értéke alland6. Ezeket allandé fazisa feliileteknek, roviden fdzisfeliletek-
nek nevezziik. Az egy pontbdl kiindulé hullamok fazisfeliiletei gombok (a viz felszinén
korok), ezért az ilyen hullamokat gémbhullémnak nevezziik. A sikhullémok az olyan
hullamok, amelyeknek fazisfeliiletei végtelen sikok.

A (127) szerint f értéke azokban a pontokban allandé, amelyek kielégitik a

p= k-7 — wt = konstans (129)

feltételt, amely ezért a (127) megoldas fazisfeliileteinek az egyenlete: a konstans
kiilonb6z6 értékeihez kiilonboz6 fazisfeliiletek tartoznak. A ¢ kombinéciot magat
fdzisnak nevezziik.

20 A "monokromatikus" jelz6 egyszintiséget jelent. Ezzel utalunk arra, hogy a hullam frekvenciaja
ami fénynél a szint meghatirozza allandé.
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A (129) egyenletek minden rogzitett ¢-ben végtelen sikot hataroznak meg. Kom-
ponensekben ez az egyenlet ilyen:

kex + kyy + ko2 = ¢ + wt = ¢, = konstans. (130)

Az egyenlet altal meghatarozott sik a koordinatatengelyeket az x = %, y=-—, 2=

% pontokban metszi.

4
Vegyiink a sikon két pontot, A-t és B-t:

A= (Za, Ya, %a)s B = (xp, Yo, ),

kwxa + kyya + kzza = ¥t
kyxy + kyyy + ko2 = 1.

A két egyenletet egymasbol kivonva a
ko Az +ky - Ay + k.- Az = (k- AB) =0

Osszefiiggésre jutunk, amelyben

—

AB = (A$a Aya AZ) = (xb —Zay Ybp — Ya, Zb — Za)

a fazissikban fekv (Onkényesen valasztott) vektor. A kapott Osszefliggés azt fejezi ki,
hogy a hullamvektor a fazissikban fekvs barmely vektorra meréleges, és igy merdleges
magéra a fazissikra. Megforditva: a fazissikok merdlegesek a hullamvektorra, és mivel
ez utébbi konstans vektor, pdrhuzamosak egymassal. Ezzel megadtuk a hullimvektor
irdnydnak a jelentését.

Tekintsiik most adott t-ben azokat a fazissikokat, amelyeken f ugyanazt az értéket
veszi fel. Az et 2™ = 1 (n egész) relacié kovetkeztében két ilyen sik ¢ fazisa a 2«
egész szamu tobbszorosében kiilonbozik egymastol, tehat minden pillanatban végtelen
sok fasissikon lesz f ugyanakkora.

Két egymasutani ilyen sik faziskiilonbsége 27. A térbeli tavolsdgukat hulldmhossz-
nak nevezziik és A-val jeloljik. Induljunk ki valamelyik fazissik 7 koordinataju pont-
jabol, és tegyiink meg a fazissikra meréleges irdnyban — azaz k-val parhuzamosan —
A utat. A fazis ezalatt 27-vel valtozik meg:

[k (F+ X 7) —wt] — [k-7—wt] = 2m,
T .
ahol 77 = Ek a k iranyaba mutaté

(ki) =k= = (131)



Ez a képlet hatarozza meg a hullaimvektor hosszat.

Most vizsgaljuk meg, hogyan véltozik id6ben az f megoldas a tér adott P pont-
jaban. A k - i skaldrszorzat ekkor konstans, ezért (127) szerint f ~ e_“”t, amelynek
valds része coswit-vel egyenld. Adott pontban tehat a megoldas w korfrekvencidval,
vagy v = % frekvenciaval oszcillal.

Vizsgaljuk végiil a fazissikok mozgéasat. Mivel ezek a sikok minden pillanatban
mer6legesek a konstans E—ra, bizonyos, hogy 6nmagukkal pdrhuzamosan mozdulnak
el. Ha P adott op-hez tartozo fazissik 7 koordinatdju pontja ¢t-ben, akkor ugyanennek
a pontnak a koordinataja (t + At)-ben (7+ Aa- ) lesz, ahol Aa a fazissik elmozdulasa
At id6 alatt. Mivel adott p-ji fazissik mozgésat vizsgaljuk, ezért

E-(FAa-it)—w-(t+At) =k -F—w-t,

ahonnan

Aa

w
— ==\
At kT
Aa . . P e
A A7 arany a fazissikok mozgési sebességével egyenls, amelyet vy-el jeloliink és
fdzissebességnek nevezziik igy

vp = — = V.

w
k
Ha figyelembe vessziik (128)-t is, akkor a

vf:v

eredményre jutunk: a hullamegyenletben szerepl§ v konstans az egyenlet altal leirt
hullamok fazissebességével egyenld.

43.Feladat: Irjuk fel a +z és a —z tengely iranyaba terjeds sikhullamok képletét.

Megoldas:
Ael(kz —wi) a +z irdnyba terjed % fazissebességgel, k= (0, 0, k), k> 0.

3

Aei(_kz —wt) a —z irdnyba terjed % fazissebességgel, k= (0, 0, —=k), k > Odb.

44.Feladat: Ugyanaz az x = y egyenessel parhuzamosan z poritiv irdnyaval
parhuzamosan terjed6 hullamra.

Megoldas: Valasszuk meg a hullamvektort:
k= (k/V2, k/V2,0) |kl =k
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2.28. Elektromagneses sikhullAmok vikuumban

Térjiink vissza (124)-hez, amelyrdl most mér tudjuk, hogy van
B = &tk 7—wt) 0 = Hellk -7 —wt) (132)

tipustt megoldésa, amelyben & és H konstans amplitudé-vektor valés kompo-

1
nensekkel?!. A (124) és a (126) dsszehasonlitdsabol v = ————, tehat az elektro-
V€oko

mégneses hullaimok fazissebessége vikuumban
1
NGy

A v, vy jelélés nem specializalt hullamra vonatkozott, elektromagneses hullamoknal
v helyett a c-t hasznéljuk, ezért (128)-t a

C =

(133)

k= p (134)
alakba frjuk at.

A (133) képlet osszhangban van azzal a korabbi allitdsunkkal, hogy ey és po ko-
ziil csak az egyik valaszthaté 6nkényesen (ha a hosszisag és az id6 mértékegységét
mar rogzitettiik). A képlet a kovetkezd elég meglepd allitast tartalmazza: miutan
onkényesen megvalasztottuk po-t, az aramok kozotti er6 megmérésével rogzitettiik a
coulomb nagysagat, és a Coulomb-ers mérése alapjan meghatéaroztuk eg-t, ennek a két
sztatikus mérésnek az eredményébdl kiszamithatjuk a fény sebességét vakuumban.

Vegyiik most figyelembe, hogy a (124) hullamegyenlet nem a Maxwell-egyenletek
egyike, hanem ezeknek csak kdvetkezménye. Ezért a forrdsmentes Maxwell-egyenletek
mlnden megoldasa kielégiti a hullamegyenletet, de a forditott allitds mar nem igaz: a
E-re és a H-ra felirt hullamegyenletekbdl ugyanis — visszafele — nem vezetheték le a
Maxwell-egyenletek. A (132) megoldasok koziil ezért a forrasmentes Maxwell-egyen-
letekbe torténd behelyettesitéssel még ki kell valasztani azokat, amelyek ez utébbiakat
is kielégitik.

Ha (133)-t behelyettesitjiik a div E =0, div H = 0 forrdsmentes Maxwell-egyen-
letekbe, a

(k-&) =(k-H)=0 (135)

feltételre jutunk. Az 5, H amplitado-vektorokat tehdt a hullamvektorra merdleges
iranytnak kell valasztanunk (tranzverzalitds).
A (112)-be torténs behelyettesités kapcesolatot teremt az € és a H kozott:

—

H=—(kx& 136
uow ). (136)

21 Az 4ltalanos esetet, amikor a komponensek lehetnek komplexek, a kovetkezd fejezetben targyal-
juk.
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A H hosszat t5bb ekvivalens formaban irhatjuk fel:

L

1, -
H=—/|(kx¢&)|=(135) = .
Mowl( 3' (135) How CHo

A (136) szerint az E H, k vektorhérmas jobbsodrést Descartes-rendszert alkot.
Veégiil (114) forrdsmentes valtozata szerint

. 1 - -
E=——k
€ow ( x H) ’
amelyrdl konnyd belatni, hogy nem 4j feltétel, hanem a korabbi feltételek kovetkez-
ménye.
Osszefoglalas: A vakuumbeli forrasmentes Maxwell-egyenleteket kielégité monok-
romatikus sikhulldm-megoldasok a kdvetkezdk:

~—

E = Eeilk 7wt (137)

=
|
X
()
~.
~—
)
=
|
€
=

(138)

L1k HLE (tranzverzalitas)
&

H=—
CHo

5, ﬁ, Ejobbsodrésﬁ Descartes-rendszer.

Adott k-nal tehat az 6_", H amplitadé- vektorok koziil csak az egyik vélaszthato
meg szabadon a k-ra merdleges sikban. Rendszerint £ az, amit megadnak.

2.29. A monokromatikus sikhullAmok polarizacigja

Rogzitsiik k-t. Ezzel w-t is meghatéroztuk, de E-r6l csak azt tudjuk, hogy meréleges
k-ra. Mivel a sikban ket figgetlen irany van, amelyre minden sikbeli vektor felbont-
hato, vilagos, hogy minden k-hoz két linearisan fiiggetlen monokromatikus sikhullam
tartozik.

Mutasson k a z-irdnyba. Nyilvan Gj tipustt monokromatikus sikhullAim megoldést
kapunk (az el6z6 fejezetben vizsgalt megoldasokhoz képest), ha két olyan monokro-
matikus sikhulldmot szuperponélunk egymaésra, amelyek koziil az egyik elektromos
vektora az x, a masiké az y irdnyba mutat és a fazisallandoik kiilénboznek:

E:a .ei(kz—wt—él) _’_(cjz.ei(kz—wt—éz) (139)

£1=(£,0,0) &=1(0, &, 0).
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Vegyiik észre, hogy ez a megoldas is felirhat6 (132) alakban, ha megenged;jiik,
hogy £ komponensei komplexek legyenek:

&= (816_261, Eye_MQ, O).
A valodi elektromos mezd a (139) komplex megoldas valds része:
E = (E,, Ey, E.) = (& cos(kz —wt — 61), &, cos(kz —wt — b3), 0).

Vizsgaljuk meg, milyen gorbét ir le E végpontja a terjedési irdnyra merdleges
sikban a tér egy adott pontjiban. Legyen ez a pont az ¥ = 0 orig6. Akkor

—

E(t) = (& cos(wt + 61), &, cos(wt + 62), 0).

Legyen a faziskiilonbség :I:g. A nulla id6pont alkalmas vélasztéasaval mindig elér-
T

hetjiik, hogy d1 = 0 legyen, ezért feltehetjiik, hogy §; = 0, d2 = :I:E:

E(t) = (Ex coswt, FEysinwt, 0).

Nyilvanvalé, hogy a végpont altal leirt gorbe ellipszis, amelynek tengelyei a koordi-
natatengelyekkel parhuzamosak. Az elGjel azt szabja meg, hogy a forgéis iranya a
jobbcsavarnak vagy a balcsavarnak felel meg. Azt a monokromatikus sikhullamot,
amely ezzel a tulajdonsaggal rendelkezik jobbra vagy balra elliptikusan polarizdltnak
nevezziik. Az £, = &£, esetben a polarizacié cirkuldris.

Amikor a faziskiilonbség nulla (§; = d2 = 0), az E(t) végpontja egyenesen mozog
és a polarizaciot linedrisnak nevezziik. A terjedési irany és az E irAnya altal megha-
tarozott sik a polarizdcio sikja. Az el6z6 fejezetben ezt a specidlis esetet targyaltuk.

A ¢ faziskiilonbség kozbensd értékeinél az E ellipszist ir le, amely azonban az xy-
sikban altalanos helyzetd. Egy monokromatikus sikhulladm tehat az altalanos esetben
elliptikusan polarizalt.

2.30. Altalanos sikhullam, hullimimpulzus, hullAmcsomag

Sikhullamnak altalaban (a "monokromatikus" jelz6 nélkiil) a forramentes Maxwell-
egyenletek olyan megoldésait nevezziik, amelyek sikbeli eltolasi szimmetriaval rendel-
keznek: a terjedési irdnyra mer6leges sikokban a "hullamz6 mennyiség" (az f vagy az
Eesa 7'?) alland6. Ha a terjedést z-irdnytnak valasztjuk, a sikhullim-megoldas nem
fiigg x-t6l és y-tol. Ezeket a sikokat tovabbra is fazissikoknak fogjuk nevezni.

A hulldmimpulzus (jel vagy ,loket”) olyan sikhullam, amely a fazissikokra meréle-
ges irdnyban véges kiterjedési, vagy a végtelenhez kozelitve lecseng. Hullamimpulzust

flz,t) = /0 " ! A(w)ellR(W)z =Wt (140)
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Legyen

~n_ |1 ha w—Aw/2<w <w+ Aw/2
Alw') = { 0 egyébként (141)
A(w)
1 777777777777 1

7. abra.

Ekkor

w+Aw/2 . , ,
f(z:1) =/_+A , dw' Ao )t R (W)z = W],

Emeljiik ki az integrandusbol az ¢?(*# =% faktort, amelyben k = k(w). Ezt kapjuk:
F(z,t) = Az, t)el (k2 =t

ahol
A= [ *AA// du AT = B(@)]z = (' —w)t]

A (128) szerint

KW) — B(w) = (& —w),

ahol v = vy a fazissebesség. Uj integracios valtozoként vezessiik be u = (w' — w)-t.
Akkor
z/v—t)w

Aw/2 X Z( . .
2 ) — wet(z/v—tu _ ¢ JA/v=tAw/2 _ —i(z/v—t)Aw/2
A= [0 o | |

azaz

Az t) =2 (142)

Ez a fiiggvény egy térben és id6ben viltozd amplitadd szerepét jatssza. A
neve: burkold®®. Rogzitsiik elGszor t-t és vizsgaljuk A(z,t) z-fiiggését. Mivel

22Nem tévesztends Gssze a gérbesereg burkoldjaval.
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< 1, ezért z — too-nél A — 0. Ha adott z-ben vizsgaljuk

. z ; Aw
()5
a megoldast, akkor t — +oo-nél A — 0, azaz f a tavoli multban és a tavoli j6-
v6ben egyarant zérus. Ezek a tulajdonsagok mutatjak, hogy megoldasunk valéban
impulzus-jellegi (16ket).

Az A burkoléval valo szorzas tehat hullamimpulzust llit els az ¢! **~+Y sikhul-
lambol. A gerjesztés centruma ott lesz, ahol |.A| maximalis. Irjuk at A-t az

. Aw
sin |(z — vt)2— siné
A(z,t) = Aw - AU = Aw -
(z — vt)—w ¢
2v
Aw sin¢ .. . )
alakba, amelyben £ = (z — vt)z—. T fiiggvényrdl tudjuk, hogy £ = 0-ban van a
v

maximuma, ahol az értéke 1. Eszerint A maximuma a z = vt pontban van, ezért az
impulzus v; terjedési sebessége (a jelterjedés sebessége) a hullimegyenletben szerepld
v paraméterrel egyezik meg, tehdt eqyenld a fdzissebességgel.
Példank azt is mutatja, hogy az impulzus alakvdltozds nélkiil terjed. Legyen z/ =
z — vt az impulzus centrumahoz (maximumé&hoz) viszonyitott z-koordinata. A (142)
jobboldala a z’-n keresztiil kifejezve
) ( , Aw)
sin | 2 - —
2v

)
Z/

2v -

a t-t nem tartalmazza. Ez mutatja, hogy a terjedés soran csak a centrum helye mozdul
el, a centrumhoz viszonyitott fiiggvényalak idében allandé.

A hullAmimpulzus fontos speciilis esete a hullimcsomag. Hullamcsomagnak az
olyan impulzust nevezziik, amely centrumanak széles kornyezetében praktikusan me-
gegyezik az ¢'F2=wt) gikhullammal (vagy barmilyen mas iranyban terjeds sikhullam-
mal). Ennek az a feltétele, hogy legyen Aw < w.

Az A amplitidé-fiiggvénynek 2z’ = O0-ban van maximuma és a 2z’ = +£— - —— pon-
w

2
tokban elttinik. E két pont egyméastol Al = « - A_v tavolsagban van. Ez a Al hossz

w
tekinthetd a hullamimpulzus effektiv térbeli kiterjedésének. Az impulzus belseje akkor

2 2
lesz praktikusan A = r_ o hullamhossza sikhullam, ha a Al szakaszon nagyon

sok hullamhossz fér el: Al >>w/\. Ha ide beirjuk Al és \ fenti kifejezését, atrendezés
utan valoban a Aw < w feltételre jutunk.

A monokromatikus sikhullam a hullamegyenlet olyan megoldasa, amelyet — vég-
telen térbeli kiterjedése miatt, — a valésdgban nem lehet pontosan realizalni. A
hulldmcsomag a monokromatikus sikhulldm megvalésithatd kozelitése, ezért foglal el
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45.Feladat: Legyen g(z) tetszoleges (kétszer derivalhato) fiiggvény. Mutassuk
meg, hogy fi(z,t) = g(z —vt) a +z, f_(2,t) = g(z + vt) a —z iranyba haladé
sikhullam.

Megoldas: Mindenekel6tt azt kell belatni, hogy f1(z Fvt) kielégiti a hullamegyen-
letet. Vegyiik f-t:

2 d?
Vig(z —vt) = @g(z—vt)
0? Az —vt)\> d? 5 d?
@9(2 —vt) = (T) @Q(Z —vt) =v @9(2 — vt),
amibél kovetkezik, hogy
1 %fi(2,1)
2 +\~ o

A terjedési sebesség Az/At-vel egyenls, ha
frz+ Azt + At) = f1(z,1),

azaz, ha

(z+ Az) —v(t+ At) = z — vt.

Innen Az/At = +wv, a hullam porzitiv irdnyba terjed v sebességgel, alakvaltozas nél-
kiil.&

Alkalmazzuk ezt az eljarast elektromégneses hullamokra. Véalasztunk két tetszd-
leges fiiggvényt, g(z)-t és h(z)-t és a +z irdnyba terjed6 hullam elektromos vektorat
az

—

E(z,t) =€y - g(z —vt) + &, - h(z — vt)

képlettel adjuk meg. A forrasmentes Maxwell-egyenletekbe torténd visszahelyettesités
most is igazolja, hogy alkalmas ﬁ(z, t) valasztas mellett valoban megoldast kaptunk.

Ha a g és a h fliggvényt ugy valasztjuk, hogy egymastol teljesen fiiggetlen moédon
(korrelalatlanul) valtoznak, akkor az E végpontja szabalytalan bolyongast végez a ter-
jedési irdnyra mergleges z = 0 sikban. Az ilyen hullamot polarizdlatlannak nevezzik.
Ha a hullamot sok egymastol fiiggetlen forras generalja, az eredmény polarizélatlan

hullam lesz.

2.31. A diszperzi6

Miért van sziikség a fazissebesség és a jelterjedés sebességének a megkiilonboztetésére,
ha egyszer a szamértékiik ugyanaz? Erre két ok is van. Egyrészt, a fazissebesség és
a hullamimpulzus terjedési sebessége fogalmilag kiilonbo6zik egyméstol, a két esetben
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nem ugyanannak a valaminek a sebességérsl van sz6. Masrészt ezek a sebességek dl-
talaban szamértékben is kiillonboznek egymaéastol. Mint alabb latni fogjuk, ez a helyzet
akkor, amikor a hullamegyenletben v nem konstans, hanem a frekvencia fiiggvénye,
és ennek kovetkeztében a monokromatikus sikhullamok fazissebessége is fiigg a frek-
venciatol: vy = vy(w). Ezt a tényt fejezziik ki a diszperzid szoval.

Vakuumban az elektromégneses hullamoknak (fénynek) nincs diszperzidja, a se-
bességiik minden frekvencidn ugyanaz a ¢ &~ 300000 km /s érték. Kozegekben azonban
megjelenik a diszperzi6. Ez a fénytorés torvényszeriiségeibdl allapithato meg.

Idézziik fel a fénytorés alaptorvényét:

2 .kozeg

8. abra.

46.Feladat: Mutassuk meg, hogy egy w korfrekvenciaju hullam két kiilonbozd
kozeg hataran a
sina;  wvgy
sinas v
torvény szerint torik meg.

Tgazolas: Amikor egy hullam egyik kézegbdél atmegy egy masik kdzegbe, a frekven-
cidja nem véltozik. A hullaimhosszban azonban bekovetkezhet valtozas, ha az adott v
frekvencian a két kozegben a fazissebesség kiilonb6zs: nyilvan v = vy /A = vya/Aa.

BC

Az AB fazissik B pontja t = u

Vf1

id6 alatt ér C-be. Ezalatt az A pont

BC
|AD| =t-vp = u “Uf2
’Ufl

tavolsagot tesz meg: C'D ugyanaz a fazissik, mint AB, csak t-vel kés6bbi idgpillanat-
ban.

A beesési és kilépési szog ay és ag, ezért

sina;  |BC|  wp

sinag  |[AD]  wyo
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val6ban.de
A térésmutatdt az
= — 143
= (143)
arany definilja, ahol v a hullam fazissebessége vakuumban, vy pedig a kozegben

c
(fénynél ugyanezt az osszefiiggést n = — alakban irjuk), ezért
cr

sin o N9

sin ap ni

(Descartes-Snellius térvény). Amikor specidlisan az 1.kzeg a vakuum (ny =1, ng =
n), akkor

sinag = — sin ag.
n

Ha a vakuumbél adott a; irdnyban fehér fény esik a kézeghatarra, minden szin
mas és mas ao szog alatt térik meg. A tapasztalat szerint a tort sugar annal koze-
lebb van a beesési merdlegeshez (annal kisebb az aq kilépeési szog), minél nagyobb
a frekvencidja: a voros kevésbé torik, mint az ibolya, vagyis w 1-nal n(w) 7. Mivel
(143) szerint a fazissebesség forditva aranyos a torésmutatoval, ez a tapasztalati tény
bizonyitja a diszperzi6 1étét a kdzegben.

A koézegben érvényes forrasmentes Maxwell-egyenletek a vakuum-egyenletekhez
hasonlé modon hullamegyenletté alakithatok, amely a (125)-t6l csak abban kiilonbho-
zik, hogy eopio helyén ey all, ezért a fazissebesség cy = 1/\/ep, a torésmutatd pedig
a (143) definicibnak megfeleléen n = /e, . Specialisan mégneses szempontbol sem-
leges dielektrikumban n = \/€,. Ebben a képletben természetesen €, = €,(w) az w
frekvenciahoz tartozo relativ dielektromos permittivitas. Az elektrosztatikaban hasz-
nalt dielektromos konstans ennek a fiiggvénynek w = 0-nal felvett értéke.

47.Feladat: Igazoljuk a Maxwell-egyenletek segitségével, hogy dielektrikumban
n=,/6.&

Vizsgaljuk meg a jelterjedés sebességét diszperzié esetén.

A (128) Osszefiigges kovetkeztében diszperzidmentes esetben a hullamvektor k
nagysiga a korfrekvencia linearis fliggvénye és a fiiggvényt abrazolo egyenes irany-
tangense a fazissebesség inverze, amely ebben az esetben a jelterjedés sebességének
az inverze is. Diszperziénél azonban a k(w) fiiggvény alakja bonyolult és altaldban
ismeretlen, hiszen a nevez§ is w-fiigg6:

(144)

A hullamimpulzus kiilonb6z6 frekvenciaja sikhullamok szuperpozicidja, ezért disz-
perzi6 esetén, amikor az Gsszetevs-hullamok fazissebessége kiilénb6z6, a jelterjedés v;
sebességére nem létezik univerzalis képlet. Egyediil a hullaimcsomag az, aminek meg
tudjuk hatarozni a sebességét a kovetkezs egyszerd megfontolas alapjan.
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Hullamcsomagnal a Aw < w feltétel kovetkeztében a (141) fliggvény nagyon kes-
keny, és az f(z,t)-t meghatarozo (140) integral csak erre a sztik w’ tartomanyra terjed
ki. A k(w') fliggvényt ezért helyettesithetjik az w-beli érintdjével, amelynek egyenlete

(W' —w). (145)

= . 14
Vg dw (146)

Fogjunk hozza ezutan f(z,t) kiszamitasadhoz a (140) alapjan. Pontosan ugyanazo-
kat a képleteket kapjuk, mint a 2.30 fejezet elején. Az egyediili eltérés a k(w') — k(w)
kiildnbségben lesz, amelynek a jobboldalan (145) miatt v helyére v, keriil. Ennek ko-
vetkeztében a (142) jobboldalan, az A(z,t) kifejezésében is el kell végezni a v — v,
helyettesitést.

A hullamcsomag f = Aei(kz —wt) képletében tehat az exponencialis faktor al-

tal leirt monokromatikus hullam v (w) = % fazissebessége altaldban kiilonbozni fog

-1
az. A burkol6 kifejezésében szerepls v, = (%) csoportsebességtdl 23, amely a
burkolé mozgasi sebességét hatarozza meg. Ez utobbi sebesség a hullamcsomagnak,
mint egésznek a terjedési sebessége. Hullamcsomag esetén tehat v; = vy.
Fejezziik ki a csoportsebességet a fazissebességen, ill. a torésmutaton keresztil! A
(144) kovetkeztében
dvg(w)

dk(w)  vr(w) — =@
dw v} (w) ’
ezért (146) alapjan
2
- os) — (143) = n? =" 147
Yo ' dvg(w) = (143) = v d (vy dn (147)
o) =w T new (G) e

A fazissebesség és a csoportsebesség relativ nagysagat az hatarozza meg, hogy a t6-

d
résmutaté w-nak névekvs vagy csdkkend fliiggvénye. Ha csokkend, akkor wm < 0,

tehat vg(w) > vy(w), ha pedig névekvs, akkor vy(w) < vr(w). K‘c‘)zegekbenwt(')'rtén(i
féenyterjedésnél — mint mar utaltunk r4& — w T-nal n(w) 1, és igy v, < vy. Ek-
kor a burkol6 lassabban mozog, mint a hullaimcsomagot ,kitoltd” sikhullam fazissikjai
(,,hernyomozgas”).

23 A ,csoport” sz6 (angolul group) a csomagot alkoté monokromatikus sikhullamok csoportjara utal.
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2.32. A térenergia

Ebben a fejezetben amellett fogunk érvelni, hogy ha a tér egy P pontjaban az elekt-
romos mezd E, a magneses mez6 H, akkor a P-t tartalmazo dS2 elemi térfogatban

1 1
dW = <560E2 + 5MOHZ’) s

energia van felhalmozva, amelyet térenergidnak neveziink. Ugy is mondhatjuk, hogy
P-ben a térenergia sirisége

1 1
’LU(’F, t) = §€0E2(Fa t) + 5#0H2(7:: t)v (148)

amelyben 7 a P helyzetvektora.
Egy tetszdleges ) térrészben W = / w(7) - dQ térenergia van felhalmozva.

Miel6tt ezeknek az allitdsoknak a meﬂgﬁgyelhet()’ kovetkezményeire térnénk ki
amelyeken keresztiil igazolhatok vagy cafolhatok, valaszolni kell arra a kérdésre,
hogy mi torténik a df2-ban felhalmozott energiaval, amikor a mez6k valtoznak. A
kozelhatas elve alapjan fel lehet tételezni, hogy a w térenergia-stirtiséghez tartozik
egy S térenergia-aramsiriség is, és teljesiil rajuk a

oz Ow
div S + 5 = ° (149)
mérlegegyenlet. Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy d{2-ban a térenergia csak lokdlis
okok miatt valtozhat: a df) feliiletén torténd kidramlas, valamint a d€2-ban mksds
s - dS) intenzitasu energiaforras kdvetkeztében.

Mi lehet vajon a térenergia forrasa? A mez6 Lorentz-erGvel hat a toltésekre és
megvéaltoztatja azok mozgasi energidjat. Az energiamegmaradas tétele azt koveteli,
hogy a toltések mozgasi energidjanak a megnovekedése (lecstkkenése) egyezzen meg
a térenergia csokkenésével (megnovekedésével). Ebbdl kovetkezik, hogy a térenergia
s - dS) forrasa a mezének a d)-ban talalhato dg = pdS2 toltésen kifejtett teljesitmé-
nyével egyenls, negativ eldjellel (emlékeztetiink ra, hogy s-dS) a forras altal iddegység
alatt termelt ,folyadékkal” egyenl6 — ez indokolja a teljesitmény hasznéalatat a munka
helyett). Képletben:

o dr
s-dQ——dq-(E-ﬁ

—

):_pdﬂ-(E-U)=—(E-J) ds,

azaz

s=—(E-J). (150)

A H nem ad jarulékot s-hez, mert nem véltoztatja meg a toltések kinetikus energidjat
(Id. Mechanika-jegyzet 30.feladatot).
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Az energia mérlegegyenlete tehat (149), amelyben w-t (148), s-t (150) adja meg.

Most megmutatjuk, hogy ha energiadramstirtiségnek az
S=(ExH)

Poynting-vektort tekintjiik, akkor a mérlegegyenlet a Maxwell-egyenletek kdvetkezmé-
nyeként mindig teljesiil. Valéban,

—

ow - 860E ~  Juo
- = E. H- = (114), (112) =
ot o TH g~ (114).(12)
= E-(rotH—J)—H-rot E=(28) = —div(E x H)— E - J,

ami éppen az igazolandé mérlegegyenlet,.

48.Feladat: Szamitsuk ki a sikhullam atlagos energiastiriiségét és Poynting-vek-
torét.

Megoldas: Célszerti (132) valos alakjat hasznalni:

E = Ecos(kz — wt)
H = Hecos(kz —wt) = L(E x €) - cos(kz — wt)
How

How HoC V ko

Az id6ben atlagolt mennyiségekre nem vezetiink be 1j jelolést, igy

_ I o 1 NToqo 11 o 1 2) _ 1 o
w = (2608 + 2uoH )cos (kz —wt) = 2<2605 + 2/LOH = 2605
. R D 1 . . .
S = (& xH)cos?(kz —wt) = 5(8 xH) = T (Ex(kxE)) =
g . &%k k1 k
= k= = ZeoE%i = win = cw -1
2pow 2pow €0pow 2 €0pow

Latjuk, hogy S =cw- 1, ami azt fejezi ki, hogy az energia c sebességgel aramlik
a hullamvektor iranyaban.de

49.Feladat: Hatarozzuk meg az R sugara g toltéstd fémgdmb terében felhalmo-
zott, energiat.

Megoldas:

[e’e) 2 oo 2 2
€0 q €0 q 2 q
W(R)=—- — ] dQ=— -4 —_— dr = .
®) 2 /R <47r607°2) 2 7T/R <4.7T60'f‘2> rar SmegR *
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2.33. A térenergia mint eréfiiggvény

Az elektrosztatikai feladatokban a W teljes térenergia az eréfiiggvény szerepét tolti be.
Nyugvo toltéseknél W a toltések 7, helyzetvektorainak a fiiggvénye. Ha ezeket gon-
dolatban dr,-val megvaltoztatjuk, a térenergia dWW-vel megné. A di, elmozdulasnal
az elektrosztatikai er6k dA munkat végeznek a toltéseken, amelynek az energiameg-
maradés kovetkeztében meg kell egyeznie a térenergia csdokkenésével:

dA = —dW (151)

Fordre + Iy dya + Fozdz) = —dVV,
Yy

«

ahonnan

ﬁa:(Fawa Fay7 Faz):( oW _8—W _8—W>

C0za’ OYa'  O7a

Pontosan ugyanilyen képlet segitségével szamithaté ki az a-ik ponttoltésre hato
er§ az U ertfiiggvénybdl, ezért W jogosan azonosithaté U-val. Ennek a felfogasnak az
alapjan a potencialis energia nem azért létezik, mert a toltések ,a tavolbol” érzékelik
egymaést, hanem az elektromos mezgben felhalmozott térenergiarél ad szamot: amikor
két azonos elGjeli toltést lassan kozelitiink egymashoz, a munkankkal a térenergiat
noveljitk (a sajat bels6 energiank rovéasara).

Hol hasznaltuk ki, hogy elektrosztatikai feladatrol van sz6? Abban a feltevésben,
hogy az elektrosztatikus térenergia megvaltozasa teljes egészében munkavégzésre for-
ditédik. Latni fogjuk, hogy ha a toltések gyorsulnak, az energia egy része sugirzas
formajaban tavozik és a gondolatmenet érvényét veszti. Sokszor azonban a sugarzas
elhanyagolhatoan kicsi és az erd jol kozelithets a térenergia negativ gradiensével.

A fenti gondolatmenet alapjan két ponttoltés

4192
U= 47T60|’F1 - Fgl (152)
potencialis energidjanak  additiv konstans erejéig  meg kell egyeznie a ponttolté-
sek terében felhalmozott W térenergiaval.

Igazolas:

Az 1.t6ltés toltésstirtsege q1 - (7 — 7 )-el egyenld, ezért az 1.t6ltés altal az 7 ,futo
pontban” létrehozott £y (7) térerGsség eleget tesz a

div E1(7) = Z-0(7 = 1)
0

Maxwell-egyenletnek. Ezért ha U-t az
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alakban irjuk, ami nyilvan ekvivalens (152)-val, az integrandus els6 tényezGjét helyet-
tesithetjiik div E;(7)-el:

U= /dQ-div Ei(f) —2 (153)

47T|7?— ’FQ| '
A ¢o altal az 7 pontban létrehozott potencial

_ q2
47T€0|’F— 7?2| '

Po(7)
Ha ezt (153) integranduséaba beirjuk, az
U= eo/dQ - div E (F) - Bo(F)
képletre jutunk. A (29) alapjan térbeli parcialis integralassal ez a képlet az
U= 60/@2(51 dY) — eo/dQ(El . grad ®3)

alakra hozhato. Az elss integral az egész teret hatarolo feliiletre terjed ki. Ezt a felii-
letet tekinthetjiik R sugarti gdmbnek, végtelenhez tarto R-el. A gdémb felszine R2-el,
a ®y 1/R-el, az E; 1/R%-el ardnyos, ezért a feliileti integral R — oo-nél 1/R-ként
nulldhoz tart. A maésodik integralban —grad ®5 = Eg a 2.toltés altal létrehozott
térerGsség #-ben. Igy

U= eo/dQ(El~Eg) - /dQ%O(El + By)? —/dQ%OEf —/dQ%OEg.

Az els6 integralban El + Eg = E a toltések altal létrehozott mez3, ezért ez az
integrandus w-vel, az integral pedig W-vel egyenls. A mésodik integral integrandusa
w1, az izoldlt g1 t0ltés térenergia striisége, az integral maga pedig az izolédlt ¢; toltés
Wi térenergidja. Hasonléan, a harmadik integral az izolalt ¢, toltés W térenergiija.
Egy izolalt toltés térenergidja azonban fliggetlen a toltés helyétsl, ezért Wy és Wy
konstansok, és igy

U =W + konstans,

a varakozasunknak megfelelGen.
50.Feladat: Szamitsuk ki a 49.feladat féemgdmbjére haté nyomast.

Megoldas: A feliiletre hatd6 teljes radialis erd

T s
B dR  8meoR2’
a nyomas pedig
P o?
P=mre ~ 2¢0’
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ahol 0 = 1 T 5 feliileti toltésstrtiség. Ugyanezt a nyomast kapjuk a Maxwell-fe-

R2
sziiltség segitségével is (1d. a 2.fejezetet), a Maxwell-fesziiltség képletére azonban nem
adtunk bizonyitast.éde

A kovetkezd két feladat elemi jellegl és végeredményiik jol ismert. Azt a lépést
akarjuk megvilagitani a segitségiikkel, amikor a térenergiat eréfiiggvényként értelmez-
ziik at.

b1.Feladat: Szamitsuk ki a végtelen sikkondenzétor lemezeire hat6 eréstirtséget,
ha a toltésstriiség o, a lemeztavolsag a és a lemezek kézott vakuum van.

Megoldas: Az erGsiriség kiszamitasa szempontjabdl nyilvan az egységnyi lemez-
feliiletre vett térenergia-siirtiséget kell eréfiiggvénynek tekinteni. Most ezt jeloljiik
W-vel:

2
€0 2 (o2
W=—F-a=(65=—"a.
y B ra=(65) =5 -a
A lemezek legyenek a z = 21, z = zo sikban: 25 — 21 = a. igy
2
o
= 2—60(22 — Zl).

Ez az a 1épés, amely a térenergiat ersfiiggvénnyé teszi: azoknak az objektumoknak
a koordinatajan keresztiil kell 6t megadni, amelyekre haté erét ki akarjuk szamita-
ni. Ezeken a koordinatdkon kiviil csak olyan mennyiségek maradhatnak a képletben,
amelyek a (151)-ben kifejezett infiniteziméalis elmozdulas soran szigortan valtozatla-
nok maradnak.

A lemezekre hato ergGstiriség

o= ow n o?
v 82’1 N 260
ow o?
fr = - =0
Z9 260

Az elgjelek (f1 > 0, fa < 0) megfelelnek a lemezek elhelyezkedésének (z3 > z1).d
52.Feladat: Ugyanaz, mint el6bb, csak a tdltésstirtiség helyett a V fesziiltségkii-
16nbség legyen adva.
Megoldas: A
W= %OE2 “a

%
-t most o helyett V-n keresztiil kell kifejezni. A (19) szerint F = —, igy
a

60V2 €0V2

W = = .
2a 2(zg — 21)

(154)

Ha ennek a W-nek az alapjan kiszamitjuk az eréstrtiséget, az 1.lemezre hat6 erGst-
riiségre negativ értéket kapunk, ami nyilvan rossz. A hiba eredete az, hogy az allandé
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fesziiltségkiilonbség biztositasa érdekében a lemezek a lemeztavolsdg megvaltoztatasa
kdézben allanddan a fesziiltségforrasra vannak kapcsolva, és a fesziiltségforras is végez
munkat. Ha a lemeztavolsag da megnovekedésekor a lemezeken a toltéssirtiség do-val
megvaltozik, akkor a fesziiltségforras V' - do munkat végez, és ezért (151) helyett a

dA = —dW + Vdo = —d(W — Vo)

képlet érvényes. Ez a képlet mutatja, hogy az eréfiiggvény szerepét nem W, hanem a
(W — Vo) kiillonbség jatssza. Ebben o-t a V-n keresztiil kell kifejezni, ugyanis a da

Vv
elmozdulasnal V az, ami alland6. A o = ¢gE = ¢g— képlet és (154) alapjan
a

V2 1% V2
W-Vo=2" _y.qt=-2" _ _yw,
2a a 2a

vagyis a térenergia(stirtiség) negativja tekintendd erstiiggvénynek. Eszerint

_ 8(—W) -+ €0V2

!
h 021 2a2
8(—W) €0 V2
ro_ _
fa = 0z 2a? »

Megjegyzés: Mind az f; mind az f! (i = 1,2) erdstiriség ugyanannak az fo =

3
+—0F Coulomb-ergstirtiségnek a kifejezései kiillonb6z6 valtozokon keresztil: f;-t ugy
kapjuk, hogy F helyébe o/ep-t, f/-t pedig ugy, hogy o helyébe egE-t, majd F helyébe
V/a-t irunk. Az fo kifejezésében azonban az 1/2 faktor foloslegesnek tiinik, hiszen a
Coulomb-erd a toltés és az elektromos mezd szorzataval egyenls extra faktor nélkiil.

Az 1/2 tényez6 oka az, hogy azon a vékony rétegen beliil, amelyet a toltések el-
foglalnak, a térergsség E-rol nullara cstkken és az 1/2 - E dtlagos térerGsség az, ami
a toltésekre hat. Ennek az &llitdsnak az igazolasara induljunk ki abbol, hogy —
mondjuk  a z = z; lemezen a toltéssiirtiség valojdban véges vastagsagua és ezért az
egységnyi feliiletre haté Coulomb-erdt az

z1+b

fo= [ dzpl)- L)
Zlfb

integral hatarozza meg. A b értéke olyan, hogy a z = z; +b sikokban mér nincs toltés.

Mivel p(z) = div gE = €0 ezért nyilvan
z

z1+b z1+b
fC _ 60/ ds - dE(Z) . E(Z) — léo/ dE2(Z) _

1—b dZ 2 1—b

1 1
= 560 [Ez(zl —+ b) — E2(2’1 — b)] = §€0E2,
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ugyanis E(z1 +b) = E, mig E(z; —b) = 0.
A térenergia-strtiség (148) képlete vakuumra vonatkozik. Polarizalhat6 kézegben
nagyon hasonlé képlet érvényes:

1 1 l,2 =2 = =
wzieE2+§uH2=§(D-E+B-H). (155)

Ez az energia a tulajdonképpeni térenergia mellett a kézegben a polarizalt alapot

kovetkeztében felhalmozott polarizacios energiat is tartalmazza. Igy pl. az §6E2 =

1 1
geOEQ + §€0XE2 kifejezésben a masodik tag a polarizicios energia. Az energiadram-

stirtiség képlete azonban valtozatlanul (E X ﬁ), amint azt a képlet levezetése mutatja.
Fogadjuk el (155)-t bizonyitas nélkiil és alkalmazzuk a kovetkezs feladat megoldasé-
nal:

53.Feladat: Hatérozzuk meg a 30.feladatban a dielektrikumra haté z-irdnyt
erdt.

Megoldas: A (69) felhasznéldsaval a térenergia

1 1 ¢’ - d-¢
§€§Cd+ 560(17 —&)d| - le€ +eo(b— €2 2¢fe€ + eo(b— &)
. _a_W: d-q*(e —€o)

o€ 2clef +eo(b— €))%

Az er§ pozitiv iranyu (a kondenzator belsejébe mutat) és £ névekedtével csokken.d

54.Feladat: Ugyanaz, mint elgbb, csak ¢ helyett a lemezek V fesziiltségkiilonb-
sége adott.

w

Megoldas: Az el6zs feladat F-jét fejezziik ki ez elektromos mezdén keresztiil
1
F = §cd(e —€)E2%

Ebben a forméaban a képlet g = konstans és V = konstans esetén egyarant érvényes,
de ez ut6bbi esetben célszert V-n keresztiil kifejezni. Helyettesitsiik £-t V/d-vel:

_ cle—e)V?
F = 5 .

Ez szintén pozitiv, de fiiggetlen £-t6l.d

2.34. A térimpulzus

Ha a tér egy P pontjaban az elektromos mez§ E, a magneses mezG6 ﬁ, akkor a P
koriili dS2 térfogatban g - df) térimpulzus van tarolva, ahol

1~ 1, = - .

=S == (ExH)=(&FE x noH) (156)

g’:
2

C
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az elektromagneses mez6 impulzussirisége. A (156)-ra sem adunk altalanos bizonyi-

tast, de példakkal illusztraljuk, hogyan lehet meggy6z8dni az érvényességérsl.
Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy a (156) szerint statikus térnek is lehet impul-

zussUrtisége, ami meglepd, mert az impulzust a mozgassal szoktuk tarsitani.

55.Feladat: Hengerkondenzatort a tengelyével parhuzamos homogén magneses
térben fiiggesztiink fel és ¢ toltést visziink ra. Szamitsuk ki a hengeres lemezek kozott
felhalmozott impulzusstriiség impulzusnyomatékat a szalhoz képest.

Megoldés: A belss henger sugara legyen a, a kiils6é b. A tengelytdl r tavolsdgban
(a <1 < b) az elektromos mezs nagysiga a (32) alapjan

4
€ - 2w Lr’

ahol L a kondenzator hossza (magassaga). Feltettiik, hogy L > b, ezért a széleffek-
tustol eltekinthetiink. Ha a pozitiv toltés a bels6 hengeren van, az E radialisan kifelé
mutat, a H tengelyiranyt, ¢ érinti az r sugaru kort, és ha H-val szembe néziink, az
oramutato jardsinak az irdnyba mutat. A ¢ nagysaga

1 - uoH
H:q Ho

- .FE .
g c? 2w Lr

Az r sugéaron 1évé pontok impulzusnyomaték-sirisége

_ 4 pol
onL

fiiggetlen r-t6l. Ezért a teljes térimpulzusnyomaték —z irdnyba mutat és nagysaga

rg

q-uoH
2nL

J=rg-Q= Q,
ahol  a kondenzatorlemezek kozotti térfogat.

Hogyan lehet meggy6z6dni ennek az impulzusnyomatéknak a létérsl? Ugy, hogy
a kondenzatort évatosan kisiitjiikk és megfigyeljiik azt a torziés lengést, ami annak k6-
vetkeztében jon létre, hogy az impulzusmomentum megmarad: mikézben megsziinik
a mezGben, dtaramlik a kondenzator szerkezeti anyagaba. A kondenzator ,yvisszaloks-
dése” természetesen a Lorentz-erd hatasara kovetkezik be, ami a kisiilés folyaméan
hat. Ezt azonban nehéz kiszamitani, de globalis hatasa megkaphato az er6 részletes
analizise nélkiil az impulzusmomentum-meérleg alapjan.de

A kozelhatés elve megkoveteli, hogy az impulzus véltozasa  az energiaéhoz ha-
sonléan, mérlegegyenleteknek tegyen eleget. A tObbesszamot az indokolja, hogy
hdrom mennyiségrdl van sz6: a § komponenseirdl.

A g, gy, g stirtiségekhez tartozd dramsirtiségeket rendre o g, o-vel jeldlve a
mérlegegyenletek a kdvetkezok:



8974

Bt +diva, = sy
0
aiz +dive, = s,.

Mi a forrasstirtiség fizikai jelentése ezekben az egyenletekben? A mez6 a Lorentz-
erén keresztiil hat a toltésekre és megvaltoztatja azok impulzusat. Az impulzusmeg-
maradas torvénye azt koveteli, hogy a toltések impulzusanak és a térimpulzusnak az
Osszege alland6 maradjon. Ebbdl kovetkezik, hogy s, - d€2 pl. a df2-ban haté Lorentz-
er6 z-komponensének a negativjaval egyezik meg, mivel a Lorentz-er6  mint az er§
altaldban — nem maés, mint az impulzusvaltozas sebessége. Az s, s, interpretacidja
természetesen hasonld, igy

§=-f,
ahol f a Lorentz-erd stirtisége. A g; vektorokkal, amelyek kilenc komponense alkotja
az un. fesziiltségtenzort, nincs médunkban foglalkozni.

56.Feladat: Szamitsuk ki a sikhullam atlagos impulzusstirtiségét.
Megoldés: A 49.feladat szerint a Poynting-vektor atlaga cw - 71, ezért az impulzus-

1
stirtiség atlaga —w - 7i-el egyenls.de
c

57.Feladat: Hatarozzuk meg a kapcsolatot egy hullamcsomag energidja és im-
pulzusa kozott.

Megoldas: A hullamcsomag fogalméat a sikhullamokkal kapcsolatban vezettiik be:
a hullamcsomag olyan véges hosszisagt hullamvonulat, amely praktikusan sikhullam-
nak tekinthetd (a széleffektusok elhanyagolhatok). A véges hosszuség a terjedési irdny
mentén értendd, hiszen egy sikhullam az erre meréleges irdnyban végtelen kiterjedésd.

A jelen feladatban a hullaimcsomag altalanosabb esetére gondolunk: olyan minden
irdnyban véges kiterjedésii nagyméret hullimvonulatra, amely praktikusan 7 iranyba
halad6 monokromatikus sikhulldm, és a lecsengése minden irdnyban olyan lassi, hogy
a monokromatikussag sériilésétdl el lehet tekinteni. Ha a csomag effektiv térfogata €2,
akkor a 48. és az 56.feladat alapjan a a csomag teljes energidja W = w§2-val, teljes

L1 .
impulzusa pedig G = —wQ - fi-el egyenls. A W és a G = |G| kozott tehat a
c

W =cG (157)

kapcsolat all fenn.de
w
Ha a fenti egyenletet G = c¢ - — alakra irjuk at és az impulzusra megszokott

sebesség xtomegként interpretaljuk, akkor a hullamcsomag tomegét W/c2-nek kell
tekinteniink. Ez az Osszefiiggés a nevezetes E = mc? formula specidlis esete. A re-
lativitaselméletben latni fogjuk, hogy az energia mindig tomeggel, a tomeg mindig
energiaval jar egyiitt az E = mc? képlet szerint.
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58.Feladat: Hullamcsomag esik a terjedési iranyra meréleges lapra. Szamitsuk
ki a lapra gyakorolt nyomést, amikor a csomag visszaver6dik és amikor elnyel&dik.

Megoldas: Elnyelésnél AP = G, visszaverGdésnél AP = 2G impulzus addodik at a

lapnak.
1 1
G:—w-Q:—wA-L,
c c
ahol A a hullimcsomag keresztmetszete, L pedig a hossza. Ez az impulzusfelvétel
At = L/c idg alatt torténik, ezért pl. visszaverédésnél a lap egységnyi feliilete altal

egységnyi idG alatt felvett impulzus, ami nem més, mint a keresett nyomés,

1 AP 5
= — ¢ — = w

A At
-vel egyenl. Elnyelésnél p = w. A nyomast természetesen a Lorentz-erén keresz-

tiil fejti ki a hullam, de az impulzusmegmaradas tétele segitségével sokkal konnyebb

kiszamitani, mint a Lorentz-ers képlete alapjan.de
*okok

p

Uj témakorre tériink at, az elektromagneses hullamok kisugdrzdsdnak a targyala-
sara.
2.35. A sugarzasi tér szamitasa

A @, A potencislokat dltaldnos esetben a (81), (103) egyenleteken keresztiil vezetjiik
be:

poH = rot A (158)
E = —88—’;1 —Vo. (159)
A 17 fejezetben lattuk, hogy még kiilon meg kell adnunk div ff—t, és a
- 0P
div A= — — 160
iv A = —eopo (160)

feltételt rottuk ki ra. Ott ez div A = 0-ra redukélodott. A sugarzasi feladatok azonban
nem sztatikusak, ezért a jobboldal nem nulla.

Ha (158)-t és (159)-t behelyettesitjiitk a Maxwell -egyenletekbe, akkor (112) és
(107) azonosan teljesiil (ezért jok a potencidlok), a masik két egyenlet pedig (160)
felhasznalasaval egymaéstol fliggetlen inhomogén hullimegyenletek alakjara hozhaté
(ezért jo a (160) feltétel):

1 0% 1
2p -~ — = _= 161
Ve C2 8t2 GOp ( 6 )
- 10%4 -
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Ez négy azonos strukturaju egyenlet, amelyek mindegyike (126) alaka azzal a kiilénb-
séggel, hogy a jobboldal nem nulla, hanem a tér forrasait tartalmazza. A vizsgalando

egyenlet-tipus tehat:
2y LS 5 163
\% —C—Qw—u(t)' (7). (163)
Feltettiik, hogy a forrds az origé kozelében van, pontforrasnak tekinthetd és idében
tetsz6legesen valtozik.

Azt varjuk, hogy a sugarzast leir6 megoldas a kévetkezd alaku:

f =gt =rfe) (164)

amelyben a g egyvaltozos fliggvényt az argumentum (t — r/c) értékénél vettiik fel. A
g konkrét fliggvényalakjat (163)-bdl kell meghatarozni.
Soroljuk fel azokat az indokokat, amelyek alapjan ilyen alaka megoldast vdrunk:
a)A konstans fazisa gombaok egyenlete ¢t — r/c = konstans, sugaruk ¢ néveke-
désével c sebességgel novekszik. A (164) tehat kifuté gombhulldmokat ir le, amelyben
feltehetGen energia terjed radialis irdnyban.
b)Goémbhulldmoknal a térbeli szétteriilés miatt varhato az amplitudo csokke-
nése. Ezt veszi figyelembe az 1/r faktor.
c)A 45.feladat sugallja, hogy egy (164) alaku fiiggvény lehet megoldas.
A (164) megoldas helyességét tgy bizonyitjuk, hogy behelyettesitjiik (163)-ba. Az

(w-v) =u" - v+2u v +u-0v”

képlethez hasonléan

v? <%g(t - T/c)) - <v2%> gt —rfe) +2 (ﬁ% Vglt— r/c)> + %VQQ(t —r/0).

(165)
A jobboldalon sorban minden tagot tovabb alakitunk:

v2% = (24) = —4ns(7),

-1 = B 1 19g_.\ 1 0g I

A V2g(t —r/c) atalakitaséhoz el6szor g gradiensét szamoljuk:

_L Oglt—r/o1,

grad g(t —r/c) = - 5 .

A V2 = div grad azonossag alapjan ennek a kifejezésnek a divergencidjat kell venni.
Latjuk, hogy grad g egy S - V alaku szorzat, ezért (27) felhasznalasaval

L\ Pyt —r/e) 2 dglt —r/e)
c ot? cr ot

V(e /o) = (-
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Az atalakitott kifejezéseket visszahelyettesitjiik (165) jobboldalaba, az egész kife-
jezést pedig (163)-ba a V2-t tartalmazo tag helyébe. Osszevonas utan a

—4mg(t) - 6(7) = u(t) - §(7)

egyenl@ségre jutunk, ahonnan

tehat a (163) egyenlet megoldasa

1
f= —mu(t—r/c). (166)

Latjuk, hogy a hullimzé mennyiség a forrastol r tavolsagban r/c id6késéssel ko-

retardalas ijabb megnyilvanulasa annak, hogy vakuumban a jelterjedés sebessége c.

2.36. A dipdlsugarzas

Térjiink most vissza a (161), (162) egyenletekhez. Tegyiik fel, hogy a forras egy pont-
szerd dipol, amelynek dipolnyomatéka id6ben tetszSlegesen elGirt moédon valtozik.
Az origoban nyugvé pontszerii dipdl dipdlstirtisége

P(t) = p(t) - 6(7),
Ehhez

toltésstirtség és

J(t) = (119) = —

57 = Do)

aramstrtiség tartozik.
Ha ez utébbi aramsiriiséget (162)-be beirjuk, A mindharom komponensére (163)
tipust egyenletet kapunk, amelynek megoldasa az el6z6 fejezet diszkusszidja alapjan

A7 1) = A‘%ﬁ(t —r/e). (167)

1
A (161) jobboldaldn az —p(t) - §(7) fliggvény divergencidja all, ezért a megoldas
€

0
az el6z6 fejezetben diszkutalt megoldas-tipus divergenciaja:

1

O(7,t) = “Ine div [%ﬁ(t - r/c)] , (168)
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A (167), (168) birtokdban (158) és (159) segitségével kiszamithatjuk a pontszeri

dipol sugarzasi terét. Ezt talaljuk:

= 1 1. R
E(Ft)= + Ireol® 7 |:’n X (n X p(t/)):| 4
L1 3(7 - p(t"))A — p(t)) | + (169)
dmege 12
b 30 )i - )
4dmeg 13
= 1 1, - 1 1, -
1
n=—7 t=t—
A= r/c
A t/ neve: retardalt idé.
59.Feladat: Igazoljuk (170)-t.
Igazolas:
= 1 - 1 1.
0 TO i <Tp( r/c)>
rot SV = grad S x V + Srot V
_, 1 | 1 .
H = o [—T—2(n X p) + ;Totp(t - r/c)} .

Célszert a rotacié komponensét szamitani:

Op.(t—rfc) Opy(t—r/fc) 1 . NN VAR
Oy B 0z —cr(pyz—pzy)——c(nxp>z,

rot .p(t —r/c) =

ahonnan )
rot plt —r/c) = —= (fi X ]5') &
r

Analizéljuk azt a folyamatot, amikor ¢ < 0-nal p(t) = py =konstans, ést > T > 0-
nal p(t) = po =konstans. A 0 < ¢ < T id6intervallumban a dip6lnyomaték valamilyen
nem specifikalt torvény szerint valtozik pi-r6l po-re. Ezt a valtozast ,jeladasnak”
tekinthetjiik.

Rogzitsiik az 7 megfigyelési pontot. Az r/c idSpont el6tt (¢ < r/c) 7~ben a pj
dipolnyomaték statikus dipolterét észleljiik. A (169)-ben és (170)-ben ekkor ¢’ =
t—r/c <0, ezért p(t') = pi, ﬁ(t’) = 5(t’) =0, és E-t a (169) harmadik tagja irja
le, ami éppen a p; dipélnyomatéku statikus dipdl tere. A jel ekkor még nem érkezett
meg 7-be.
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Az (r/e+T)id6pont utan (¢ > r/c+T) ugyanebben a pontban a p> dipélnyomaték
statikus dipolterét figyelhetjiik meg, mivel ekkor ¢’ = ¢ — r/c > T, és igy p(t') = pa,
p(t') = p(t') = 0. A jel mér tulhaladt 7n.

Az a valtozas tehat, amely az origéban a (0,7 intervallumban megy végbe, a
retardalas kovetkeztében 7-ben az (r/c, r/c + T) intervallumban jelentkezik. Ez a
konklizié 6sszhangban van azzal, amit mar kordabban megéllapitottunk az impulzusok
terjedési sebességérdl vakuumban.

2.37. A kisugarzott energia

A Poynting-vektor négy tag Osszege, amelyek abban kiilonboznek egymastol, hogy r
novekedtével r mas és mas hatvanya szerint csokkennek. A leglassabban csokkend tag
1/r%-el arényos és (169), (170) elsS tagjainak vektorszorzataval egyenls. Jeldljiik a
Poynting-vektornak ezt a tagjat S’-vel :
S—;/ S,H 1 sin219 [';(t,)]Q N (171)
= n— ——-r———— —— n
1672€egc3 12 p ’
ahol ¥ a p(t') és az 7t 4ltal bezart szog.
Megjegyzés: A képletben nem hagyhatjuk el a vektorjelet p-rél, mert a p’ 2.idGde-
rivalt-vektoranak a hossza altalaban nem egyenlS a p hosszanak 2.idéderivaltjaval.
60.Feladat: Igazoljuk (171)-t

Igazolas: Legyen ideiglenesen 7@ x p(t') = @. Akkor

3, 1 1 1
S = - . _( H) ) ( S ) _
16m2egc? 12 v 167r2eoc3 2\ (7% 7)
1 1 1 ) . )
= I rd - 19 Ny t/ —
1672¢qc3 r2( v) 167T26003 72 S (p( )) n,

ugyanis 7 - = 0 és v2 = sin? 0 - (ﬁ(t’))%&

A teljes kisugarzott teljesitményt Ggy kapjuk, hogy a Poynting-vektort az r-sugara
gémb feliiletére integraljuk. A z-tengelyt célszerti a p-val parhuzamosnak vélasztani,
mert ekkor ¢ a polarszog:

P(t) = /ST-Tzsinﬁ-dﬁ-dgo:/(S;—i—...)rzsinﬁ-dﬁ-dgo:

1 - 1 -
= —(p(t’))2/0 sin® 9 - do) + . W(p(t')f—i—...

8megcd

Az S’-bdl szarmazo explicite kiirt tagbol az r-sugara gomb feliiletére vett integ-
ralasnal r kiesett, ezért ez a teljesitmény a gémb sugaranak a nodvelésekor allandé
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1
marad. A pontok a Poynting-vektor —-nél gyorsabban elttnd jarulékait jelolik. Eze-

ket azért nem irtuk ki, mert az integralas utdn r valamilyen pozitiv egész hatvanya
megmarad a nevezGjiikben és ezért zérushoz tartanak, amikor a gémb sugarat nével-
jiikk. Ezek a tagok azt a lokalis energiadramlast irjak le, amelyek a statikus dipéltér
energiasirtiségének a dipélnyomaték valtozasa miatt bekovetkezs atrendezddését ki-
sérik. Az r-t6l fiiggetlen tag ezzel szemben a térenergia azon részének az aramlasat
irja le, amely egyszersmindenkorra leszakadt a dipolrol: ez a kisugdrzott energia (tel-
jesitmény). A (169), (170) 1/r-el ardnyos részét, amelyek egyiittesen hordozzak a
kisugarzott energiat, sugdrzdsi térnek nevezziik.

Azt a teljesitményt, ami a t pillanatban az r sugarta gombdn halad at, a dipol a
t — r/c retardalt idSpillanatban sugarozta ki. Ezért megallapithatjuk, hogy az id6ben
valtozo dipoélus altal a t pillanatban kisugarzott teljesitményt a

- 1
"~ 6megcd

P(1) (5(t))* (172)

formula alapjan szdmolhatjuk.

61.Feladat: Mutassuk meg, hogy a tavoli megfigyels a sugarzasi teret sikhullam-
nak latja.

Igazolas: A fazisgombok véges kis darabjai fazissikokként jelennek meg a szamara.
A (169), (170) els6 tagja merdleges egymasra és az 71 terjedési irdnyra, és teljesiil a

H = E/pugpc relacio is.de

2.38. A ponttoltés sugarzasa

Tekintsiink egy ¢ ponttoltést, amely egy kivalasztott ¢ pillanatban az origéban van és
a gyorsulasa d(t). Mekkora teljesitményt sugaroz ki a ponttoltés ebben a pillanatban?

Helyezziink el az origéban egy —q ponttoltést, amely ott nyugszik  ettdl a kisu-
garzott teljesitmény nem véaltozik meg. A toltésparra alkalmazhatjuk (172)-t, amely-
ben ﬁ =q-a ,

P*q 2

= ———a”. 173
67T€003a (173)

Ez a képlet (Larmor-formula) adja meg a ponttoltés altal kisugarzott teljesitményt.

Csak a gyorsulast kiséri kisugarzas, az egyenletes egyenesvonaliit mozgast nem. Lo-
gikus feltenni, hogy mozgéason az inerciarendszerekhez viszonyitott mozgés értendd.
Ha az egyenletes egyenesvonalt mozgast végzs toltés is sugarozna a sebességétsl fiig-
g6 mértékben, ez ellentmondana a relativitas elvének, amely szerint csak a gyorsulés
az ami abszolit, a sebesség nem. Mivel a Maxwell-egyenletek alapjan azt taldltuk,
hogy csak gyorsulé mozgast végzd toltések sugaroznak, a Maxwell-egyenletek ebbdl
a szempontbol 6sszhangban vannak a relativitas elvével (1d.a Mechanika-jegyzet 1.24
fejezetét).
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2.39. Peridédikus mozgast végzd rendszer dipdlsugarzasa
1)Linearis dip6l harmoénikus rezgése.
Tegyiik fel, hogy a dipolnyomaték iranya allandé, nagysiga pedig harmonikusan

valtozik:

—

p(t) =p-coswt (P = konst).
A kisugarzott teljesitmény (172) szerint

wip?
P(t) = ——— - cos® wt.
( 6megcd v
A periodusra atlagolt teljesitmény
. wip?
P=——. 174
127mepc3 (174)

A kisugarzott teljesitmény irany szerinti eloszlasat (szdgeloszlds) a (171) képlet
sin? ¥ tényezGje hatarozza meg. Az adott esetben ﬁ(t) és p parhuzamos egymassal,
ezért ¥ a p és az 71 megfigyelési irdny kozotti sz6g. A kisugarzott teljesitmény a p-re
merdéleges iranyokban a legnagyobb, a p-vel parhuzamos iranyban zérus.

2)Sikban forgé dipél.

Tegyiik fel most, hogy a dipdlnyomaték egy sikban forog w szogsebességgel, mi-
kozben a nagysaga allando.
Legyen az zy sik a forgas sikja:

—,

p(t) = (pa(t), py(t), p:(t)) = (pcoswt, psinwt, 0)
ﬁ(t) = (—wzpcoswt, —w?psinwt, O)

.2
()" =o'
A kisugarzott teljesitmény
wip?
= —, 175
6mepcd (175)
nem fiigg t-t6l (P = P) és kétszer akkora, mint az el6z6 esetben: a kisugarzott energia
szempontjabol a sikban forgo dipol két fliggetlen linearisan rezgs dipollal ekvivalens.
A kisugarzott teljesitmény szogeloszlasat a z-tengelyhez célszert viszonyitani. Le-
gyen « a megfigyelés 77 irdnya és a z-tengely altal bezért szog és a megfigyelés iranya
fekiidjon az zz sikban:
7i = (sina, 0, cosa).

A p(t) irdnyaba mutat6 egységvektor

€= (—coswt, —sinwt, 0).
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E két egységvektor altal bezart sz0g legyen ¢:
sin? ¥ = (fi X é')2 = cos® o+ sin® o - sin? wt.
Atlagolas utan
—5 2 1.5 1 2
sin“ ¥ = cos” a + g sin”a = 5(1+cos @),

ahonnan (169) alapjan a dip6ltdl r tavolsagra a dipol forgasara atlagolt 7 irdnyu
energiadramstir{iség

— 1 1 1
S = - = (1 4 cos? a)wp?. (176)

1672603 2 2
A sugarzas a forgasi sikra merdleges irdnyban kétszer akkora, mint a forgasi sikba
es6 irdnyokba: a kisugarzott atlagteljesitmény szempontjabol a két linearisan rezgé
dipol két fiiggetlen sugarzo rendszernek tekinthetd.
A (175), (176) irja le a hidrogénatom planetaris modelljében a kdrpalyan keringé
elektron sugérzésat.

3)Linearis dipdl periodikus rezgése.

27
Ha a rezgés periddikus (T periddusidével), de nem harmonikus, akkor az w = —
alapfrekvencia 2w, 3w, ... felharmonikusait is tartalmazza. A hatarozottsag kedvéért

a dip6l mutasson z-irdnyba: p(t) = (O, 0, p(t)), és a p(t) fiiggvény legyen szimmetri-
kus a t = 0 id6pontra nézve: p(—t) = p(t). Ekkor p(¢) a Fourier-sorok elmélete szerint
koszinuszos Fourier-sorba fejthets:

p(t) = po + p1 coswt + pa cos 2wt + ... (177)
A p; Fourier-koefficienseket konnyen meghatarozhatjuk a
T/2 T
/ cos mwt - cos nwt = — 0 m és/vagy n # 0 (178)
—7/2 2

integral felhasznalasaval, amelynek a helyességét nagyon kdnnytd latni a
1
cos mwt - cos nwt = 3 [cos(m + n)wt 4 cos(m — n)wt]

képlet segitségével.
Szorozzuk végig (177)-t — mondjuk — cosnwt-vel, és tagonként integraljuk a
(=T/2,4T/2) intervallumra. A (178) kdvetkeztében a jobboldalon mindegyik integ-

ral zérus az n-ik kivételével, amely Epn—el egyenld, ezért n # 0-nal

T/2
Dn = / p(t) - cosnwt - dt.

—T/2

Nl
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Mint kénnyen belathatjuk, n = 0-nal hasonlé képlet érvényes azzal a kiilénbséggel,
2
hogy a T szorzofaktorban a 2-s helyén 1 all.

A kisugarzott teljesitmény szamitasara (177)-t (172)-be kell irni:
P(t) = —w?[1% - py coswt + 2% - py coswt + 32 - p3coswt + .. .].

Ennek a kifejezésnek a négyzete cos kwt - cos lwt tipusu tagokbol all, amelyek id6-
atlaga (178) szerint

1
cos kwt - cos lwt = dj;cos2 kwt = 55“.

Igy .
. 2
(B(t)” = 5W‘*(14p§+24 24+ 3%5. .. (179)
P _ w4 (14p2 + 24p2 + 34p2 ) — i P
12megcd ! 2 3= — "
4,4
w™n
P, = ——p2. 180
127reoc3p" (180)

Mint latjuk, a kisugarzott atlagteljesitmény szempontjabol az egyes felharmoénikusok
6nallé forrasként viselkednek.

Ezzel a képlettel kapcsolatos a sugdrzdsi spektrum a fogalma. Ha prizméval vagy
barmilyen més modon a sugarzast frekvencidk szerinti 6sszetevéire bontjuk (spektra-
lis felbontéas), akkor meg tudjuk mérni, hogy az (w, w + dw) frekvenciatartoméanyban
mekkora a kisugarzott teljesitmény. Ezt a fliggvényt nevezziik (teljesitmény)spekt-
rumnak.

A (180) szerint az altalanos linearis periodikus mozgast végzs dipolnél sugarzas
csak az w, 2w, 3w... frekvencian taldlhato (vonalas spektrum) és az nw frekvencian
kisugarzott teljesitmény a (180) &ltal adott P,-el egyenls. Amikor a sugarzas egy
egész frekvencia-tartomanyban oszlik meg, a spektrumot folytonosnak nevezziik.

A P, az n novekedésével altaldaban csokken, mert a p, Fourier-koefficiensek az n
valamilyen inverz hatvanya szerint csékkenek (n > 1-nél p,, ~ 1/n¥). A Bronstein-
Szemengyajev megfelels tablazatanak tanulmanyozasa a kovetkezs szabalyszertiségre
utal: a k annal nagyobb egész szdm, minél "simabb" a p(t) fiiggvény. Ha ugras van
benne, akkor k = 1, ha folytonos, de torik, akkor k = 2, ha csak az elsG derivalt-
ja torik, akkor k = 3 s i.t. A realisan megval6sul6 mozgasokban a dipélnyomaték
siman valtozik, ezért P, (180) képletében a p? tényezs csdkkenése altaldban béven
kompenzalja az n? tényez6 ndvels hatasat.

Latjuk, hogy a sugdrzds spektruma ugyanazokat a felharmonikusokat tartalmazza,
mint a sugdrzo rendszer mozgdsa. Ezt a fontos — és csaknem nyilvanvalo — kovet-
keztetést a spektrdlis hasonlosdg elvének nevezhetjiik. Ez az elv kiemelkeds szerepet
fog jatszani a kvantumelmélet targyalédsanal.
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62.Feladat: Milyen frekvenciakat tartalmaz a hidrogénatom planetaris modell-
jében az ellipszis palyan kering6 elektron sugéarzasa?

Megoldas: A hidrogénatom planetaris modelljében a proton koriil kerings elekt-
ron Kepler-mozgast végez, amelynek az eréfiiggvényét gy kapjuk meg a gravitacios

Kepler-probléma eréfiiggvényébdél, hogy ez utébbiban a ymime szorzatot -val

TED
helyettesitjiik (a proton toltése e, az elektroné —e). Torténjen a keringés az xy sik-
ban. A 2)pont alapjan a mozgas felfoghato egy x és egy y irdanyd peridédikus mozgas

szuperpoziciéjanak, amelyek a teljes kisugarzott energia szempontjabol fiiggetlennek
tekinthet6k. Mindkét mozgéas periddusideje ugyanaz a T' = il keringési id6. Ezek

a mozgasok azonban nem harmoénikusak, mert a keringé test ;}Q.Kepler—térvény sze-
rint nem mozog egyenletes sebességgel, ezért a spektrum az Osszes felharmonikust
tartalmazza csokkeng sullyal.

A tapasztalat azonban mast mutat. A hidrogénatom tapasztalati spektrumat az
un. Balmer-formula irja le, amely szerint a spektrumban taldlhat6 frekvencidk nem
egy kozos alapharmonikus felharmonikusai. Mint latni fogjuk, a spektralis hasonlé-
sag elvének sériilése a mikrofizikaban fontos szerepet jatszott a kvantummechanika
kialakuldsaban.de

2.40. A sugarzéasi visszahatés

Az energiamegmaradas torvénye megkdveteli, hogy a ponttoltés gyorsuldsa kdvetkez-
tében létrejovs elektromagneses mezd olyan Lorentz-erével hasson vissza magara a
ponttoltésre, amely a ponttdltés mozgasi energidjat csokkenti. Ez a fékezd erd a su-
gdrzdsi visszahatds vagy sugdrsirlédds (1d. még a kérdést a 2.2 fejezet végén).

Az elektromégneses mez§ kiszamitasa maganak a sugarzo toltésnek a helyén nehéz
matematikai feladat. Erre nem vallalkozhatunk, és a Lorentz-erd helyett az energia-
megmaradas tételét hasznéljuk fel a sugarsturlédas hatédsanak a vizsgélatara.

A Mechanika-jegyzet 1.22 fejezetében vizsgaltuk a csillapitott harmonikus oszcil-
latort, amelynek mozgésegyenlete

mi = —Dzx — (x.
A jobboldalon az els6 tag a rugalmas visszatérits erd, a masodik a surlodasi erd.
Legyen a rezg6 test ¢ nagysagu ponttoltés. Kérdés: milyen 3 felel meg a sugar-

siurlédasnak?
A mechanikaban lattuk, hogy az energiadisszipaciot a § koefficiens szabja meg;:

. — 1
E = —Bi? — —pfw?A?%sin® wt = —§ﬂw2A2.

2
A nyil id6beli atlagolast jeldl a T = il periédusra.
w
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Az energiamegmaradas tétele megkoveteli, hogy az oszcillator atlagos energia-
sitménnyel: .
E=-P (181)

A (173) Larmor-képlet alapjan
-2 40— 1 4 42
P =mm.2° — mrw”A“cos? wt = §mTrw A”,

ahol
2

=4
" 6megcdm
a sugérzo ponttoltésre jellemzs id6 dimenzidji paraméter.
Irjuk be az atlagolt F-t és P-t (181)-be. Egyszertsités utan megkapjuk a keresett
-t

B8 = mrw?.

A mechanikdban ( helyett a k = 2£ paramétert hasznaltuk, amely most
m

A gyenge csillapitas feltétele a k < wg &~ w egyenlGtlenség volt, amely esetiinkben
Trw & 2-re, vagy — ami ugyanaz, — 7, < —-re redukalodik. A gyenge csillapitas
feltétele tehat az, hogy a 7. paraméter legyenﬂ;okkal kisebb a peri6dusidénél.

Ez a feltétel mindig teljesiil. A természetben elGfordulé objektumok koziil ugyanis
az elektron 7,-je a legnagyobb, értéke 6,26.1072%s, és ez még mikrofizikai skalan is
rendkiviil rovid idé6.

Az oszcillator mozgésa természetesen gyenge csillapitasnal is lassul. A sugarstr-
lodas hatasa egy peridédus alatt észrevehetetleniil kicsi, de nagyon sok periédus alatt
ez a hatéas végiil is felhalmozodik és a mozgés megsziinéséhez vezet. Amikor azonban
nem periddikus, ,egyszeri” mozgast vizsgalunk, a sugarsirlédastol nyugodtan el lehet
tekinteni.

63.Feladat: Tekintsiink a hidrogénatom planetaris modelljében korpalyan kerin-
g6 elektront és vizsgaljuk a sugérsirlédés hatasat az elektron mozgésara.

Megoldas: A —e toltési elektron az e toltésti atommag (proton) koriil a Kep-

ler-torvényeknek megfelel6en mozog, mivel a potencidlis energiat a Kepler-probléma,
e

potencialis energidjabol ymims — Tre helyettesitéssel kapjuk. A mechanikdban
T

€0
lattuk, hogy a Fold koriil kering6 szputnyik a surl6déas hatésara gyorsul és egyre kisebb
sugaru palyan mozog. Nyilvin ugyanez torténik az elektronnal a hidrogénatomban.
A mozgas korfrekvencidja fokozatosan néni fog, de a surlédasi er6 gyengesége miatt
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w értéke a mozgés nem til hosszt szakaszain konstansnak tekinthet§. Vajon mennyi
id6 alatt zuhan bele az elektron az atommagba?

Amikor a korfrekvencia w-val, a sugar r-el egyenls, a (175) szerint a kisugéarzott
teljesitmény

w4€27”2

- 6megcd
(felhasznaltuk, hogy p = —er). )
Az energiamegmaradés tétele alapjan P = —FE. Ha a jobboldalt is ki tudjuk fejezni

az F energian keresztiil, E-re differencidlegyenletet nyeriink.

2
1
A P-ben szerepls wir?-t irjuk (wr)? (—) alakban, és alakitsuk 4t mindkeét
r

tényezGt:
2K 2F
(wr)? =v? = "— = ==
m m
1 4dmeoU  4mep - 2E
r o e2 ez

Az atalakitasokban felhasznéltuk, hogy a Kepler-mozgashan  és igy a hidrogéna-
tomban is,  korpalydkra K = —F és U = 2E. Osszevonas utan azt talaljuk, hogy

P =~E*,

ahol
128mep 64

T 3m2c3e? 9(mc2)37,.

Az energia idGbeli valtozasat eszerint az

v

E= —~E*
differencidlegyenlet irja le, amely a valtozok szeparaldsaval konnyen integralhat6. Ha
t = 0-ban az energia Ej volt, a megoldas
Ey

Y1+ 3tES

Az Ey kezdeti energia negativ mennyiség (a mozgas korlatos), ezért ez a megoldas

E(t) =

| Eol
/T3t EoP
alakban is irhat6, amelybdl latszik, hogy t névekedésével E(t) — —oo, U(t) =

2E(t) — —oo, r — 0, tehat az elektron valoban ,bespirdlozik a centrumba”. A
centrumba esés ideje véges, azzal a t. idGvel egyenld, amikorra F(t) minusz végtelen-

né valik: .
1 mc? )
t = - . 182

sz = (175 (182

E(t) = -
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Elektronra mc? ~ 5.10° eV, 7 ~ 1072* s, hidrogénatomra |Ep| ~ 1 eV, igy
te~ 1079 s.
A kvantumelmélet targyalasanal a (182) képletnek fontos szerepe lesz.
K%k
A sugarzéas targyalasat lezarjuk és attériink a relativitias-elmélet targyalasanak az
elkészitésére.

2.41. A Galilei-féle relativitasi elv az elektrodinamikaban

Az elv eredeti formajaban?* azt mondja ki, hogy a mechanikai jelenségek minden
inerciarendszerben azonos moédon jatszodnak le. Ervényes-e hasonlé kijelentés az
elektrodinamikai jelenségekre is?

Nyilvanvalonak latszik, hogy nem. A Maxwell-egyenletek szerint vakuumban a
fény (az elektromégneses hullamok) minden irdnyban ugyanazzal a ¢ sebességgel terjed
(a terjedés izotrdp) és ez nem lehet igaz egyszerre két egyméashoz képest 1% sebességgel
mozgo K és K’ inerciarendszerben.

Az igazolas érdekében tegyiik fel, hogy a K'= O’ XY’ Z’ inerciarendszer O’ origdja
V= (V, 0, 0) sebességgel mozog a K= OXY Z inerciarendszer O origbjdhoz képest.
A megfelel6 tengelyek irdnyat valasszuk parhuzamosnak. Akkor az O sebessége O’-hoz
képest —V = (=V, 0, 0), és nem sziikséges kiilon jel6lni, melyik koordinatarendszer
tengelyeire vonatkoztatjuk a komponenseket (mindkettére ugyanazok). Tegyiik fel azt
is, hogy az O és az O’ a t = 0 pillanatban egybeesik, a koordinatarendszerek ekkor
pontosan fedik egymaést.

Ezutan tételezziik fel, hogy K-hoz viszonyitva a fény terjedése izotrop és mutassuk
meg, hogy K’-héz képest nem lehet az.

Vegyiink fel IC-ban két pontot az O-t6l [ tavolsagban, az A-pontot az X-tengelyen,
a B-t a Z-tengelyen:

A = (Az Ay, A)=1(, 0, 0)
B = (Bzv Byv Bz) = (Oa 0, l)

Mivel feltevés szerint a fény K-ban minden irdnyban ¢ sebességgel terjed, ezért az OA
és az OB utat azonos id§ alatt teszi meg:
l
toa =top = —.
c

Vegyiink fel K’-ben is két pontot, A’-t és B’-t, amelyek K’'-hoz képest ugyanolyan
helyzettiek, mint az A és a B K-hoz képest:
r / / rN
A = (AL, Ay, AL)=(1,0,0)
! ! ! !
B — (B:E/7 By/, le) - (O, O7 l)

24Mechanika jegyzet 24§.
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Mennyi id6 alatt jut el a fény O’-bsl A’-be és B’-be?

Mivel A’, =1> 0, az A" az OX’ tengely pozitiv féltengelyén van, ezért az A’-be
kiildend6 fényjelet ebbe az iranyba kell elinditani. Legyen a hatarozottsag kedvéért
V > 0, ekkor K’ ugyanilyen irdnyban mozog K-hoz képest. A fény terjedési sebessége
ebben az irdnyban (¢ — V)-vel egyenls, ezért a fényjel A’-be érkezésének ideje

! ¢
to,A,_m_l_K. (183)
C

A forditott iranyban, A’-b6l O’-be torténd terjedés ideje a (183)-bol V. — —V he-
lyettesitéssel kaphato:

l
; z
taor = =—<__. (184)
c+V 1+K
C

Amikor O’-bél B’-be akarunk fényjelet kiildeni, a jelet nem az O’ Z’ tengellyel par-
huzamosan kell inditani, mert figyelembe kell venni, hogy a jel haladasa kézben a B’
pont elmozdul, a (még ismeretlen) to, g haladasi id6 alatt to/p: -V utat tesz meg +X'

iranyban. A Pitagorasz-tétel alapjan a fény K-hoz viszonyitva ezalatt /12 + t2, 5, - V2
utat tesz meg, és mivel K-hoz viszonyitva a fénysebesség minden irdnyban ¢, az ehhez

sziikséges id6
\/ l2 +t%’B’ : V2

c

to/ B’
Ez egyenlet az ismeretlen tos p/-re, amelyet megoldva a

l
} °
= < (185)

to/B/ =
\/02 _ V2 \/1 - V_2

c2

id6t kapjuk eredményiil.
Vilagos, hogy ezeknek az id6knek csak akkor van értelmiik, ha a fény valéban eljut
az A’ és a B’ pontba, azaz ha V < c¢. Ezt feltételezve latjuk, hogy

taror Stop < torar, (186)

amelyben egyenlGség csak V' = 0-nal all fenn. Ez az egyenlGtlenség bizonyitja, hogy
a K'-héz viszonyitott fénysebesség a kiilonboz6 iranyokban altalaban kiilonbozik egy-
mastél (anizotrop).

64.Feladat: Igazoljuk (186)-t.&
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A kisérlet azonban nem igazolja ezt a konklazioét. A nevezetes Michelson-Morley
kisérlet szerint ugyanis a fénysebesség minden inerciarendszerben izotrop, éles ellent-
mondasban azzal az — egyszertisége miatt — megtamadhatatlannak 14tsz6 meggon-
dolassal, amelyet ebben a fejezetben ismertettiink.

2.42. A Michelson-Morley kisérlet

Egy [ hosszisagu rud egyik végére erGsitsiink vakut, a méasikra tiikrdt, és probaljuk
meg kiszdmitani, mennyi id§ telik el, mialatt a fényfelvillands megteszi az utat a tii-
korig és vissza a vakuhoz. A vélasz nyilvan attol fiigg, milyen 1% sebességgel mozog
a rid ahhoz a I vonatkoztatési rendszerhez képest, amelyben a fénysebesség izotrép
(abszolut vonatkoztatési rendszer), és hogyan van orientalva a V-hez viszonyitva.

Legyen K’ a rad nyugalmi rendszere, amely a K-hoz képest az el6z6 fejezetben
leirt médon mozog. A vaku legyen az O, a tiikor a 7' pontban. Amikor o'p I V,a
visszatérési id62®

l

92—

b = torar +taor = —— + = ¢
I mroar T T Ty T er v T v
1_?

amikor pedig O’P’ L V, akkor2®

tJ_ - 2tO/B/ =

Nyilvan
ty <,
és egyenlGség csak V = 0-nal all fenn.

Ha a visszatérési id6t meg lehetne mérni kiilonféle helyzetd rudakkal, akkor meg
lehetne allapitani, milyen sebességgel mozog a mérés idépontjadban a mérGeszkdz az
abszolut vonatkoztatési rendszerhez képest.

Realis [ tavolsdgoknal azonban a ¢ és a ¢, kiilonbsége til kicsi ahhoz, hogy meg
lehessen mérni. A V/c-ben kvadratikus pontossaggal ugyanis®’

y-ti—2 L[+ Yo LY 2L
I LT c? 2 2 e 2

Ha — mondjuk — [ = 3.10% m, akkor I/c = 107° 5. Mekkora lehet V? A foldi
targyak résztvesznek a Fold keringésében, ezért lesz olyan idGszaka az évnek, amikor

25Ld. a (183)-t és (184)-t.
261.d. a (185)-t.
2"Mint a képlet mutatja, a V/c-ben linearis pontossiggal a kiilénbség zérus.
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V sebességiik legalabb akkora, mint a Fold keringési sebessége, azaz kb. 3.10* m/s?%.
Eszerint V2/c? ~ 1078, és igy t—tL = 10713 5. Ma mar lehet mérni ilyen kis id6kii-
l6nbséget, de a mult szédzad végén, amikor Michelson és Morley a kisérletét elvégezte
(1887), erre gondolni sem lehetett.

Michelson azt talédlta ki, hogy a ¢ — ¢, id¢kiilénbség meghatarozésat a As =
c- (t) — t1) optikai atkiilénbség mérésével helyettesiti. A méréshez specialis spektro-
métert tervezett, amelyet ma Michelson-féle spektrométer néven ismeriink. Az eszkoz
néhany méteres karhosszusaggal készithets el, ezért As ~ 10~7 — 1078 m. Ilyen kis
tavolsdg mérését az interferencia-maodszer teszi lehetévé, amellyel megbizhatéan ki
lehet mutatnia a fény hulldimhosszaval 6sszemérhetd utkiilonbségeket is.

A mérés konkluzidja az volt, hogy a varakozasokkal ellentétben at, ésa
t| az év minden szakdban (minden olyan V—nél, amely az év soran el6fordul) egyenld
egymdssal. Valahol tehat hibasan okoskodtunk, amikor az el6z6 fejezet képleteit fel-
hasznéalva arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a két id6 csak V = 0-néal egyezhet
meg egymassal. Meggondolasainkban azonban csak a legalapvetsbb fizikai fogalma-
inkat hasznaltuk fel, ezért a hibat csak ezeknek a fogalmaknak az analizise ttjan
tarhatjuk fel.

2.43. A Galilei-transzformacio6

Mindenekel6tt arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy ha egy id6ben és térben pont-
szerli esemény id6pontja és koordinatai K-ban a t, z, y, z szadmok, akkor a K’ és
a K relativ mozgasanak (sebességének) az ismeretében ezekbdl az adatokbol milyen
képlet segitségével szamithatjuk ki ugyanezen esemény K'-beli id6pontjat (¢'-t) és
koordinatait (z'-t, y'-t és 2’-t).

Nyilvanvalonak latszik, hogy a valaszt erre a kérdésre a

t o=t

! — —

“y“’, - Z Vi (187)
zZ = z

Galilei-transzformdcid adja meg. A képlet szerint ¢t = 0-ban minden esemény vesszss
és vesszGtlen koordinataja ugyanaz, ami 6sszhangban van azzal a kovetelményiinkkel,
hogy a két koordindtarendszer origoja t = 0-ban éppen fedje egymaést és a megfelelé
tengelyek legyenek parhuzamosak. Az els6 egyenlet kovetkeztében ugyanezt a K'-beli
t" idére vonatkoztatva is elmondhatjuk (ezt az 1.egyenletet valgjaban annyira nyilvan-
valénak érezziik, hogy bevétele a Galilei-transzformacio egyenletei kdzé sziikségtelen
pedantéridnak ttinhet). A masodik egyenlet Gsszevetése a harmadikkal és a negyedik-
kel mutatja, hogy K’ a kdz0s z-tengely mentén mozog K-hoz képest V sebességgel,
ami szintén megfelel a feltevéseinknek.

28 A Fold forgasabol szarmazo sebesség emellett elhanyagolhato.

102



A sebesség atszamitasanak ("sebességosszeadasnak") az a kézenfekvs modszere,
amelynek alapjan a (183), a (184) és a (185) képleteket felirtuk, a Galilei-transzfor-
macio kovetkezménye. Valoban, legyen x,y, z és o', 4y, 2’ egy mozgb pont (t-t61 fiiggs)
koordinatai a K-hoz, ill. a K’-hoz képest. A (187)-t az id§ szerint derivalva a

v, = v, —V
vy = Uy (188)
v, = w,

képletre jutunk, amelynek az igazsaga teljesen nyilvanvalonak latszik. Az el6z6 feje-
zetben ezeket a képleteket hasznaltuk a fény sebességének az atszamitasara a kiilon-
b6z6 koordinatarendszerek kozott.

Lehet-e egyaltalan biradlat targyava tenni ilyen nyilvanval6 Osszefiiggéseket? Igen,
lehet. FEinstein éppen a Galilei-transzformacié tartalmanak a gondos analizisén ke-
resztiil jutott el a relativitas-elmélethez. Ebben a fejezetben ennek az analizisnek a
lépéseit ismertetjiik.

Fogalmazzuk meg a feladatot: Az események atszamitési torvényét az inerciarend-
szerek kozott irjuk a

t = flt,x, y, 5 V)
¥ o= gtz oy, 2 V)
yl = h(tu x, Y, 2, V)
7= k(t, x, oy, % V)

altalanos alakban, amelyben f, g, h, k egyenlére ismeretlen fliggvények. Vajon mi-
lyen hallgatélagos feltevések eredményeképpen lett ebbél az altalanos transzformaécios
torvénybdl Galilei-transzformacio?

Valgjaban elegends egy kevésbé altalanos feladattal foglalkozni: a V-re merdleges
y és z koordinatarol tegyiik fel, hogy a K— K’ transzforméacioban jatszott szerepiiket
a (187) helyesen tiikrozi. Mas szavakkal: eleve feltessziik, hogy h = y, k = z és ez a két
valtozo az f és a g fiiggvényben nem fordul el§. Ezzel a feladatunkat jelentésen egy-
szertsitettiik, mert csak az f(¢t,z;V) és a g(t,z; V) fliggvényt kell meghataroznunk.
Ha a feladatnak ez a sztikitése tul korlatozénak bizonyulna, késébb visszatérhetiink
az altalanos probléméhoz. Erre azonban nem lesz sziikség.

Az analizalando transzformacios torvény tehat

t = ft, z V) }
alak. ¥ = gtz V) (189)

Most megfogalmazunk egy sor kdvetelményt, amelyeknek teljesiilniiik kell, ha
(189) olyan inerciarendszerek kozotti transzforméaciot fejez ki, amelyek a ¢ = ¢ = 0
pillanatban éppen fedik egymast, és relativ sebességiik x-irdnyt és V nagysagu.

1.kovetelmény.
Amikor V' = 0 a két vonatkoztatési rendszer folyamatosan fedi egymast, és (189)-
nek ' = t-re és ' = z-re kell redukalédnia. Ehhez az sziikséges, hogy f és g tegyen
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eleget az

f(tv xZ; 0) =t }
190
feltételnek. gt, z; 0) = = (190)

2.kovetelmény.

A transzformaciénak inerciarendszerek kozott kell kapcsolatot létesitenie, ezért
egyenletes egyenesvonalti mozgast egyenletes egyenesvonalti mozgasba kell atvinnie
(megvaltozott sebességgel).

Mozogjon egy témegpont a K-hoz viszonyitva ¢ = (v, vy, v,) konstans sebesség-
gel agy, hogy t = 0-ban éppen az origén halad keresztiil. Nyilvan

Vg = % Uy == v, =—. (191)

A K és K’ origoja t = 0-ban egybeesik, ezért a K'-hoz viszonyitott mozgés is
olyan, hogy keresztiilhalad az origon. Mivel  feltevés szerint  a K’-beli sebesség
is konstans, ennek a komponenseire is érvényes egy (191) alaka képlet:

/ / !/
;X r Y ;R
’Um—? ’Uy—? ’Uz—?. (192)

o = ft, 2 V)
gt V)
ami (191) alapjan a
t, Vzl;
V. = [t vt; V) (193)

* g(t, Vg t; V)

alakot veszi fel.

Az f és a g fiiggvénynek olyannak kell lennie, hogy konstans v, mellett v/, se
fiiggjon t-t6l: a jobboldalon a t valtozonak egyszertisddnie kell. Ez csak akkor kovet-
kezik be, ha f és g az x, t valtozoknak homogén n-d foku fiiggvényei (ugyanazzal az
n-nel)?’.

A homogén fiiggvények specialis esetei a homogén polindmok. Az x, t valtozdpar
homogén n-d foka polinémjan olyan (n+ 1 tagi) polinémot értiink, amelynek minden
tagjaban az x és a t hatvanyainak az 0sszege n-el egyenls. Ha pl. n = 2, akkor

ft, 2 V) = aV)z?+ B(V)at 4 (V)
g(t, o3 V) = (V)2 4+ e(V)at + (V)2

Ha ezeket a polinémokat (193) jobboldalaba helyettesitjiik, a ¢ valoban kiegysze-
rlisédik, mert a szamlalo és a nevezs minden tagja t? formajaban fogja tartalmazni.

29 A homogén n-d fokn fiiggvényekrsl 1d. a Mechanika-jegyzet 1.16 fejezetét.
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A képletekben a hat gorog bett a V specializalatlan fliggvényeit jeloli. A problé-
ma az f-nek és a g-nek ezzel a kifejezésével az, hogy a hat darab V fliggvényt sehogy
sem lehet gy megvalasztani benniik, hogy (190) teljesiiljon és nyilvan ugyanez lesz
a helyzet minden 1-nél nagyobb n-el. Ezért az egyediili lehetdség az n = 1 valasztas,
amely szerint

g(t, z; V) = ~y(V)z+4(V),

amelyben «(V), B(V), v(V) és 6(V) a V fiiggvényei, amelyeknek alakjat meg kell
hataroznunk (a tovabbiakban a V argumentumot nem mindig irjuk ki). Egyenl6re
csak azt tudjuk réluk, hogy (190) miatt

flt, @ V) = a(V)z+B(V)t } (194)

a(0)=46(0)=0  B(0) =~(0) = L. (195)
Ezzel biztositottuk, hogy konstans ¢-hez konstans v/, tartozik:

r ”va+5

v AC
Toaug + 6
de egyuttal azt is elértiik, hogy a v;7 v, komponensek is konstansok. Példaul

o - y_’ _ Yy B vyt Uy

vy aw—i—ﬁt_avmt—i—ﬁt:avm—i—ﬁ

valoban fiiggetlen ¢-tdl.

ket, amelyeket Gsszefoglaléan a sebességisszeadds torvényének szokis nevezni:

I e )
T T oy + B
r Uy

U = e i s (196)
/ _ Vg

Y= T v, + 78

3.kovetelmény.

A (189)-nek olyan transzformaciot kell kifejeznie, amely két egyméshoz képest V'
sebességgel mozgd rendszer kozott torténik. Ezt a kovetelményt a sebességosszeadas
torvényének a felhasznélasaval fogalmazhatjuk meg a legegyszeriibben.

A sebességosszeadas torvénye természetesen akkor is érvényes, amikor a tOGmeg-
pont a K’ origéjadban nyugszik. Ekkor (vy, vy, vi) = (0, 0, 0) és mivel K" V
sebességgel mozog K-hoz képest, — (v vy, v;) = (V, 0, 0). Ha ezeket (196)-be irjuk,
a 0 =~V 4 feltételre jutunk.

Amikor — megforditva, — a tomegpont K origéjaban nyugszik, azaz
(Ve, vy, v2) = (0, 0, 0) és (v}, vy, vl) = (=V, 0, 0), a (196) szerint —V =4/0.
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A két feltétel a
B = v
0 = —V

forméban is felirhat6. Ennek felhasznalasaval a (194) transzformacios térvény és a
sebességosszeadas torvénye a kdvetkezs alakot 6lti:

ke won
v — V)

S (oo
%= aVye A7) (19%)
v AV )

4.kovetelmény.

O és az O origok mozgésat valtozatlanul hagyjuk, de mindkét rendszert a sajat z-
tengelye koriil 180°-al elforgatjuk, Gjra a megallapodésainknak megfelel6 helyzethez
jutunk. Nyilvanvalo, hogy a keresett transzformaciés torvény nem tehet kiilonbséget
a kétfajta orientacio kozott.

Amikor a jelzett 180°-os forgatisokat elvégezziik, a sebességisszeadas torvényében
szerepld vy és vy, valamint v/, és v; sebességkomponensek — amelyek valamilyen moz-
g6 témegpont sebességkomponensei, — elGjelet valtanak, és elGjelet valt a képletben
szerepl6 V is. A v, és a v, azonban valtozatlan marad. A (198) csak akkor fér dssze
ezekkel a valtozasokkal, ha a (V') fiiggvény, valamint a nevez6  amely mindhérom
képletben azonos,  véltozatlan marad, azaz ha

1=V)=1(V)  a(=V)=-aV). (199)

Latjuk, hogy a (V) fiiggvénynek paros, az a(V')-nek paratlan fliggvénynek kell lennie
(ez a kovetelmény Gsszefér (195)-el).

5.k6vetelmény.

Mivel K és K’ két egyenértéki inerciarendszer, a K— K’ attérés szabalyanak meg
kell egyeznie a K'— K attérés szabalyaval, ha a V el6jelét megvéltoztatjuk benne.

A K—K' attérés szabalyat (197) rogziti:

¢ = a(V)z+y(V)t
(200)
= y(V)(x—-Vt).
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A K'—K attérés szabéalya akkor lesz ugyanez, ha
t = a(=V)a' +~(-V)t
v o= A=)+ V),
amely a (199) kovetkeztében a

t = —a(V)x +y(V)¥
(201)
x = (V)@ +Vt)

formaban is irhato.
Ha azonban a (200)-t megoldjuk t-re és x-re, csak akkor kapjuk megoldasként
(201)-t, ha az egyenlet determinénsa 1-el egyenls:

v +anyV =1.

Ebbdl az egyenletbdl kifejezhetjiik a-t a y-n keresztiil:
2

V.y’

o =

Ennek kévetkeztében a (197) transzformécios torvény és a sebességosszeadas (198)
torvénye a kovetkezs alakot veszi fel:

T
(202)
¥ = y-(x-Vit)
Y- (e =V)-V-+°
* Um+(v_vr)'72
vy - Voey
'U; - Vs + (%/ — 'U;E) . ,72 (203)
v/ _ Vy .V.r-)/
z 'UI—F(V—’UZ-)"‘)P.

6.kovetelmény.

Hasznaljuk ki végiil azt a nyilvanvalonak latszo tényt, hogy az egyidejiség Gali-
lei-invaridns. Ezen azt értjiik, hogy ha két esemény egyidejii K-ban, akkor K’'-ben is
az.
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Torténjen az Fq és az Fo esemény a K 1, y1, 21, illetve x2, y2, 2o pontjdban a
t1, to pillanatban. Az F; és az Ey K'-beli id6pontjat (202) els6 egyenlete segitségével
hatarozhatjuk meg:

1
t, = v [(1- vz, + V”y2t1]
1
ty = Vo (1= 7*)z2 + VyPta],
ahonnan )
th—th = ——[(1 =) (21 — 22) + V*(t1 — t2)]. (204)

V.y

Ha KC -ban a két esemény egyidejii (t; = t2), akkor a K'-beli egyidejiiség (¢} = t5)
feltétele nyilvén a 42 = 1 egyenlGség teljesiilése, amely (195) kvetkeztében v = +1-el
ekvivalens. Ezt (202)-be és (203)-ba irva kapjuk meg a Galilei-transzforméacio (187)
képleteit, valamint a sebességtsszeadas torvényének (188) formajat, amely a Galilei-
transzformécionak felel meg.

A (188) alakja indokolja a sebességdsszeadds elnevezést a sebesség transzformaéci-
0s torvényére. Szavakban igy fogalmazhato meg: egy tomegpont K-hoz viszonyitott
sebessége a K’ K-hoz viszonyitott sebességének és a tomegpont K’'-héz viszonyitott
sebességének algebrai dsszege.

Vegyiik észre, hogy az egyidejiiség invariancidjanak a megkodvetelése nemcsak ab-
ban jelentkezik, hogy a transzformaci6 elsé sora az ennek megfelels t' = ¢ egyszert
alakot veszi fel, hanem befolydsolja a mdsodik sort, a koordindta transzformdcids tor-
vényét is. Amikor az x' = x — V't képletet ,kapashol” felirjuk, bizonyosan nem adunk
magunknak szdmot arrél, hogy ezzel hallgatélagosan az egyidejliség invarianciajat is
kihasznaltuk.

2.44. A relativitaselmélet két posztulatuma

Amikor a 2.41 fejezetben arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a fény sebessége
altalaban iranyfiiggs (csak az inerciarendszerek egyikében lehet izotrop), a sebessé-
gosszeadas (Galilei-transzformaciohoz tartozo) torvényére tdmaszkodtunk. A (183)
levezetésénél pl. ugy okoskodtunk, hogy ha a fénysebesség K-hoz viszonyitva ¢ (v, =
¢, vy = v, = 0), akkor K'-hez viszonyitva ¢ — V (v, = c—V, v = v, = 0). Pontosan
ezt kapjuk (188) alapjan, ha a fényre alkalmazzuk.

A Michelson-Morley kisérlet szerint azonban a fény sebessége minden inerciarend-
szerben minden irdnyban ¢, vagyis ha v, = ¢, v, = v, = 0, akkor v, = ¢, v, = v} = 0.
Ez nyilvan sulyosan ellentmond (188)-nak.

Einstein gondolt elGszor arra, hogy valtoztatni kellene a Galilei-transzformaciora
vezet$ kovetelményeken ugy, hogy a megvaltozott transzformacios térvényhez, amit
igy kapunk, olyan 1j sebességosszeadasi torvény tartozzon, amely a Michelson-Morley
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kisérlet eredményével Osszefér3®. Természetesen az 1j transzformécios és sebessé-
gosszeadasi torvény nem mondhat ellent a régieknek ott, ahol azokat a tapasztalat
kellGen igazolta.

Ha az el6z6 fejezet hat kovetelményét sorra vessziik, azt talaljuk, hogy az elsd
0tot semmiképpen sem valtoztathatjuk meg, hiszen ezek annak a transzforméciénak
a fogalmdbol kovetkeznek, amely a vizsgalat targyat képezi. A 6.kdvetelmény termé-
szete azonban nem ilyen: ha csak ezt a kovetelményt adjuk fel, a transzformécionk
még mindig inerciarendszerek kézotti &tmenetet ir le (2.kovetelmény), amelyek V, ill.
—V sebességgel mozognak egymashoz képest (3.kovetelmény) és a ¢t = ¢’ = 0 pilla-
natban fedik egymast (1.kovetelmeény), térbeli orientacigjuk nem jatszik szerepet a
transzformécios térvényben (4.kovetelmény), és  végiill  ugyanaz a torvény irja le
a koordinatarendszerek k6zotti Atmenetet mindkét irdnyban (5.kdvetelmény).

A keresett transzformacios torvény fogalma tehat megengedi, hogy az egyidejiiség
invarianciajat feladjuk. A kovetkezs fejezetben megmutatjuk, hogy a tapasztalat sem
koveteli a fenntartasat. Ezért logikus, hogy a Michelson-Morley kisérlet értelmezését
ugy kiséreljiik meg, hogy az egyidejiiség invarianciaja helyett a fénysebesség invarian-
cidjdt koveteljiik meg, és ebbdl hatarozzuk meg a még ismeretlen (V) fiiggvényt.

A fénysebesség invariancidja azt jelenti, hogy ha a (203) sebességisszeadasi tor-
vényben, amelyben v V-fiiggése még nincs régzitve, a jobboldalon v, = c-t irunk,
akkor a baloldalon minden V-nél v/, = c-t kell kapnunk eredményiil:

(c=V) V¥
c+(V—c)-4%

C =

ahonnan (195) felhasznalasaval

1

727‘/2-
1=z

Ezt (202)-be irva kapjuk a Lorentz-transzformdcio képletét, amelyben tjra feltiintet-

(205)

30A torténeti hiiseg kedvéért megjegyezziik, hogy a relativitaselmélet megalkotasaban a Michel-
son-Morley kisérletnek nem volt olyan meghatarozo szerepe, mint a jelen targyaldsban. Einstein a
Michelson-Morley kisérlettdl fiiggetlen meggondolasok alapjan jutott arra a kovetkeztetésre, hogy a
fénysebesség minden inerciarendszerben izotrop.
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; 1%
po- 2
V2
1-—
C
= xr—Vt
V2
1-—
C
y =y
zZ = z.

(206)

A sebességosszeadas ennek megfelels (relativisztikus) torvényét a (203)-bol kapjuk:

/ _ Ve — V.
Vz = IUIV
1-— 2
V2
, N e
v, = —4 C
Y vV
1-— 2
V2
v\l = —
v, = —+ - C
z vV
1-— 2

(207)

Az inverz transzforméciokat a vesszGs és a vesszGtlen mennyiségek felcserélésével

és a V elGjelének a megvaltoztatasaval kapjuk:

'+ <o
t = i
V2
1-—
C
! A
T I+V$2
1-—
C
y =y
z = Z

(208)



vy +V
vV
1+ 2

2

o 1= 2

. Y )
7

V2

2

(209)

1
Vy = —_—7 Yy
’UI
14 2z
1

!
v, -

Vy = 7

%
1%
142

T
2

A relativitaselmélet 1.posztulatuma azt mondja ki, hogy a Galilei-féle relativi-
tdasi elv minden fizikai folyamatra érvényes (a fény terjedésére is). A posztulatum-
ba beleértendd, hogy amikor az események térkoordinatait és idGpontjat az egyik
inerciarendszerbdl a masikba szamitjuk at, nem a Galilei-transzforméacié, hanem a
Lorentz-transzformécio képleteit kell hasznalni. Ennek megfelelGen a sebességek at-
szamitasanal a relativisztikus sebességosszeadasi térvény alkalmazandsé.

A 2.posztulatum szerint a természetben eldfordulé mazimdlis sebesség a fénysebes-
ség. Ennek a posztuldtumnak a diszkusszidjara késébb tériink ki.

65.Feladat: Igazoljuk, hogy ha az eléfordulé sebességek sokkal kisebbek, mint a
fénysebesség, a Lorentz-transzformacio képlete és a relativisztikus sebességdsszeadéasi
torvény a megfelel§ Galilei-féle formuldkba megy at.

Igazolas: A relativisztikus képletek csupa olyan tagban kiilonb6znek a Galilei-fé-
1ektdl, amelyek két sebesség szorzatanak (vagy az egyik négyzetének) és a fénysebesség
négyzetének a hanyadosai. Ebbdl az észrevételbsl mar kovetkezik az allitds. A hiba,
amit a Galilei-féle képletek alkalmazasaval elkdvetiink (sebesség/c)? rendd, tehat pl.
a Fold keringésének a targyalasandl ~ 1078, Ezért lehetett a relativitaselmélet elstt
is nagy pontossaggal targyalni a Naprendszer bolygoinak a mozgasat.éde

66.Feladat: Két tirhajé egymassal ellentétes iranyban repiil az iranyitokoézpont-
hoz képest (amely inerciarendszer) ¢/2 sebességgel. Szamitsuk ki a relativ sebes-
ségiiket mind a Galilei-féle, mind pedig a relativisztikus sebességtsszeadasi képlet
segitségével.

Megoldéas: Mozogjon az 1.tirhajo pozitiv iranyban és legyen 6 a K’ rendszer. Akkor
V = ¢/2. A 2.irhaj6 sebessége K-ban (az iranyité inerciarendszerében) v, = —c/2.
A relativ sebesség a 2.iirhajo K'-beli sebessége:
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v —V =—c¢ Galilei

Vypr = Vy — V 4
z L — __¢ relativisztikus.
1 vV 5
2

A valédi relativ sebesség kisebb, mint a fénysebesség.d

67.Feladat: A K’ origdjaban teleszkopot helyeziink el, amely egy nagyon tavoli
csillagra van irdanyitva. A csillag a K-ban nyugszik, a fénye a z-tengely irdnyabol,
azzal paArhuzamosan érkezik. Milyen irdnyban latja az O’ megfigyels a csillagot?

Megoldas: A csillag fényének sebességkomponensei K-ban (vg, vy, v,) =
(0, 0, —¢). A K'-beli komponensek

Uyt = -V
vy = 0 (Galilei)
vy = —c,

Vyr = —V

’Uy/ = 0

72 (relativisztikus)
vy = —cy/1l-— =

A tavess tengelyének parhuzamosnak kell lennie a csillag fényének a sebességé-
vel, ezért a K'-ben a csillagra iranyitott tavess olyan a sziget zar be a z’ tengellyel,
amelynek tangense

\%

— Galilei
c

o+
0]
S
[
[
<

Uy — . ——— relativisztikus.

c 12
Vi-w

Latjuk, hogy ha (V/c)? < 1, mindkét médon ugyanazt a szoget kapjuk, ami azért
nagyon jé, mert méar kb. 200 éve ismeretes, hogy a Fold keringésének a kovetkez-
tében minden csillag egy év alatt egy kis ellipszist tesz meg  latszolag  az égen
(aberrdcid), amelynek nyilasszoge a keringési sebesség és a fénysebesség hanyadosa.d

68.Feladat: Az O’ megfigyels V = ¢/4 sebességgel mozog O-hoz képest (K és K’
relativ helyzete a szokasos). Amikor az = a pontba ér, 3/4 - ¢ sebességii 16vedéket
indit O felé. Hatarozzuk meg a 16vedék palyajat K-ban.

Megoldas: Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy a ,Jovedék sebessége ennyi meg en-
nyi” kifejezés mindig az agythoz viszonyitott sebességet jelenti®!.

31Ha 16vedék helyett fény kibocsatasarol lenne sz6, akkor erre a megjegyzésre természetesen nem
lenne sziikség, mert a fénysebesség mindenkihez képest ugyanaz.
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A keresett palyaegyenlet

x=a+ v (t —t), (t>1t)
ahol t; = a/V = 4a/c a kilovés idépontja KC-ban. A feladat szerint v,y = —3/4 - ¢,
ezért
Uy +V 8
Vg = ———=— = ——¢
xT :E/V b
14 v 8 13
c
tehat 33 8 4
a
=g —ct  (t>2).
et (=)

69.Feladat: Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban a 16vedék palyajat K'-hez ké-
pest.
Megoldas:
/ / / 3 / / / /
Tr = ’UI/(t — tl) = —Zc(t — tl) (t > tl)7

ahol t; a kilovés K'-beli id6pontja:

v
p_ T2t e [IVE VIS e
b vz VvV 2 2 ¢
1-—
c

! 3\/1—5(1—2@5’ ( _g. ).&

t >
8

ol

70.Feladat: A K és a K’ relativ mozgésa a szokasos, V < c. O és O’ ugyanannak
az objektumnak a mozgasat figyelik, amelynek a sebességét palyajanak egy adott

pontjan — O v = /v2 4+ v2 + v2-nek, O’ pedig v = |/v2, + vi, + v%-nek talalja.
Mutassuk meg, hogy

<c ha v<ec
v =c¢ ha v=c
>c ha v > c.

Igazolas:

113



-
C

Az utolsé tagban a tort pozitiv szam és ebbdl kivetkezik az allitas.de

Megjegyzések:

1)Latjuk, hogy a fénysebesség minden megfigyel§ szaméara ugyanaz, figgetleniil a
fénynyaldb irdnydtélP?. Ezzel nyer magyarazatot a Michelson-Morley kisérlet negativ
eredménye.

2)Ha léteznének fénynél nagyobb sebességii objektumok (tachionok), akkor azok
minden vonatkoztatasi rendszerben a fénynél gyorsabban mozognénak. A 2.posztu-
latum kizérja ilyen objektumok létezését.

3)Egy objektum (rakéta) nem gyorsithato fel fénysebességre. Tegyiik fel, hogy a
rakéta a [C-ban nyugvé bazisrél elindulva mar megkézelitette a fénysebességet. Szem-
lélhetjiik azonban a rakétat egy olyan K’'-bél is, amelyhez képest éppen nyugszik.
Mivel K és K' két eqyenértéki inerciarendszer és a fény sebessége mindkettében ugya-
nakkora, ezért a rakéta még pontosan ugyanolyan ,messze van” a fénysebességtél,
mint amikor elindult.

4)Ha az O és az O' megfigyel6 valaha is lehetett — vagy a késSbbiekben majd
lehet — egymaéshoz képest nyugalomban (amit feltesziink), akkor relativ sebességiik
az el6z6 pont alapjan a fénysebességnél bizonyosan kisebb. Ez indokolja a feladatban

és a tovabbi hasonlé esetekben  a V' < ¢ kikotést.

2.45. Az egyidejiliség analizise

Egy [ hosszusagi vonat kdzepérdl inditott fényjel segitségével egy-egy petardat rob-
bantunk fel a vonat elején és végén. Milyennek talaljak a robbanasok idébeli sorrend-
jét a vonaton utazdk és a palyaudvaron varakozok?

Természetesen feltessziik, hogy a palya nyilegyenes, a vonat sebessége egyenletes
és V nagysagn, ezért rogzithetd hozza egy inerciarendszer, amely a K’ lesz. A K
inerciarendszer szerepét a palyaudvar (a sinpélya) jatssza.

32 A 2.45 fejezetben a fényterjedés iranya specialis volt, megegyezett a K’ sebességének az iranyaval.
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A robbanasok riadalmat keltenek, és az utasok koziil sokan Gsszeszaladnak a vo-
naton is és a palyaudvaron is. A robbanésok sorrendjére vonatkozoan nem tudnak
dilére jutni. A vonaton pl. az, aki a vonat végéhez kozel tartozkodott, azt allitja,
hogy a robbanés a vonat végén tortént elGszor, aki azonban a vonat elejéhez volt
kozel, pont forditva észlelte.

Végiil valakinek eszébe jut, hogy a hang véges terjedési sebessége okozza a zavart,.
Szerencsére az egyik utas a robbanas pillanataban éppen a vonat végén tartézkodott,
és ideélisan pontos Ordja segitségével megallapitotta a robbanés pontos idejét. Ha-
sonlé véletlen folytdn a vonat elején tortént robbanas idépontjat is megéllapitotta
valaki. Kideriilt, hogy a két éra pontosan ugyanazt az id6t mutatta a robbanésok
idépontjaban, a robbanasok tehat egyidejiiek voltak.

A varakozok is felismerik a hangterjedés torzité hatasat. Szerencsére a vonat eleje
a robbanas pillanatdban éppen az egyik varakozé orra elStt haladt el, aki a szin-
tén idealisan pontos érajara rapillantva rogzitette az idépontot. Egy masik varakozé
ugyanilyen médon megallapitotta a vonat végén bekovetkezett robbanas idépontjat
és az id6pontjaikat Gsszehasonlitva azt talaltdk, hogy a vonat végén a robbanas el6bb
tortént, mint az elején.

Ez a tapasztalat a fényterjedés Einstein el6tti felfogasaval sehogyan sem egyeztet-
het6 Gssze. Egy akkori fizikus igy okoskodott volna:

»ajnos nem tudom, melyik az az inerciarendszer, amelyikben a fény minden irény-
ban azonos médon terjed. Tegyiik fel, hogy az allomashoz rogzitett I az, ezért célsze-
riinek latszik, hogy a robbanésok idépontjait a palyaudvarén varakozok szemszogébol
szamitsam ki.

Legyen t, az az id6, ami alatt a fényjel a vonat kozepérdl a végére ért. Ezalatt a
fényjel és a vonat vége Gsszesen [/2 utat tett meg, azaz

l
ety + Vi = 5,
ahonnan ;
ty = pleEaTak
Teljesen hasonlé médon, az ugyanakkor inditott masik fényjel
poo b
c2(e-V)

id6 alatt ért a vonat elejére. Latszik, hogy ¢, < t., pontosan Ggy, ahogy a varakozok
megallapitottak.

De a vonaton utazoknak ugyanezt kellett volna kapniuk! A vonathoz képest a
fénysebesség ugyanis nem izotrop, a vége iranyaba ¢, = ¢+ V, az eleje irdnyaba pedig
ce = ¢— V. Ebbél nyilvanvalé, hogy a vonat végén az 20 az elején pedig az %0 id6-

Cy Cy
pontban kovetkeztek be a robbanésok, tehat ugyanabban a két idépillanatban, amit
a varakozok megallapitottak.
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Természetesen lehet, hogy nem a palyaudvar az az inerciarendszer, amiben a fény-
sebesség izotrop, és ez bizonytalanna teszi az események sorrendjének a kiszamitasat.
Az azonban egészen bizonyos, hogy az utazok és a vdrakozok dltal tapasztalt idépontok
nem kilonbézhetnek egymdstol. Ehhez nincs is sziikség kiilon szamitésra, hiszen a
Galilei-transzformacio szerint ¢, = t,, t, = t..”

A relativitaselmélet szerint az események interpreticidja egyszertibb, mert egyér-
telmii: a fény sebessége az utasokhoz képest is, a varakozokhoz képest is minden
iranyban c-vel egyenlS. Az utasok altal kapott eredmény nyilvanvaléan helyes, mig a
ty, te id6pontok a robbanasok a K'-beli helye és id6pontja alapjan a (208) Lorentz-
transzformacié segitségével szamithatok ki.

A K'-ben mindkét robbanés ¢’ id6pontja [/2c, mig a vonat végén térténs robbanas
a’ koordinataja —I/2, a vonat elején bekdvetkezd robbanasé pedig +1/2. Ezeknek az
adatoknak az alapjan a (208) szerint

2
LovE h Y
po— 2 2 2 _ c?
° V2 2(c+V) 7
1-—
c
l Vo 2
Z a2l 1=
t:20+c2 2 _ c?
€ V2 2(c-V
1=
¢

adtuk cserébe.
Természetesen altalanos formaban is belathato, hogy az egyidejiség nem Lorentz-
invaridns. Irjuk be v (205)-beli kifejezését (204)-be:

\%4

2 t1 — 1
ot = (3 — ma) + —2

Ve Ve
Vi- % V-4

Ha E; és Ey K-ban egyidejd (1 = t2), akkor K'-ben csak x7 = z2-nél lesz egyideji,
altalaban azonban nem.

A vonatos példa vilagosan mutatja, hogy az egyidejiliség invariancidjat nem lehet
megkovetelni se a tapasztalatra, se elvi okokra hivatkozva. A tapasztalatra azért nem

lehet hivatkozni, mert — mint latjuk, — a relativitaselmélet el6tti és a relativisztikus
V2

képletek csupén egy a /1 — — faktorban kiilonb6znek egymastol, és ez a kiilonb-
c

(210)

ség a foldi kisérletekben realizalhatd V-k kicsisége miatt nem mutathaté ki. Elvi ok
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pedig azért nincs, mert az események idépontjait K-ban és K'-ben két kiilonbozd dra-
pdr segitségével hatarozzuk meg, és nincs logikai ellentmondas abban, ha két adott
eseménynél az egyik par egyidejliséget, a mésik idskiilénbséget mutat.

Ennek a példénak a tantsidga alapjan akkor jarunk el helyesen, ha tgy képzel-
jik, hogy minden inerciarendszer strtin ,tele van hintve” az adott inerciarendszer-
ben nyugvé tokéletesen azonos szerkezetd idedlis orakkal, és betartjuk a kovetkezd
szabalyt: Egy esemény iddpontjat minden inerciarendszerben annak az oranak a mu-
tatédllisa alapjdn kell megdllapitani, amely az esemény helyén tartézkodik. Az orak
szinkronizéalasa (Osszeigazitdsa) minden inerciarendszerben azonos recept szerint tor-
ténik (hiszen az inerciarendszerek minden szemponthdl egyenértékiek), pl. ugy, hogy
egy standard 6rat nagyon lassan végigvisziink a szétszort 6rédk mellett és mindegyiken
a standard ora idejét allitjuk be. A C-ban nyugvo ordkat ezutan mar nem igazithatjuk
Ossze a K'-ben nyugvo ordkkal is. Csak annyit tehetiink, hogy a kiilénb6z6 inercia-
rendszerek origébeli 6rait a taladlkozasuk pillanataban allitjuk nulla idépontra, és az
egyes inerciarendszereken beliili 6rak szinkronizalasat csak ezutan végezziik el. A Lo-
rentz-transzformdcio képletei ennek az elképzelhetd legtermészetesebb szinkronizdldsi
eljdrasnak felelnek meg®® : ha valamilyen més szinkronizalasi eljarast kovetnénk, a
Lorentz-transzformacioé képleteit megfelelGen meg kellene valtoztatni.

Az ismertetett eljarassal minden 6ra mutatoallasat egyértelmtien rogzitjiik és sem-
mi okunk sincs azt varni, hogy az egyik inerciarendszer valamelyik kivalasztott éraja
dllandéan szinkronban legyen a tobbi inerciarendszer azon éréaival, amelyek mellett
sorban végighalad. A kovetkez6 fejezetben meglatjuk, hogy nincs is veliik szinkronban
(késik hozzajuk képest).

2.46. Az iddédilatacio

71.Feladat: Mennyi idé6 telik el a K’ orig6jaban nyugvé O 6ran, mialatt a K rend-
szer OX tengelyén az x = a ponttél az z = b > a pontba ér?

Megoldas: A K-ban ,szétszort” orak kozil legyen O, az, amely az x = a-ban, Oy
pedig az, amelyik az @ = b-ben nyugszik. Az O/ talalkozéasa az O,-val és az Op-vel
legyen az E, és az Ej, esemény.

1.gondolatmenet: A keresett idgkiilonbség

ty — ta = (T — 2a)
At =t —t, =0 _ . (211)
V2 V2

A jobboldalon

Tp—xa=b—a=V-(t, —t,) =V - At,

33 A relativitaselmélet megjelenése el6tt ugyanehhez a szinkronizalasi eljarashoz a Galilei-transz-
formaciét rendelték hozza.
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ezért

2
At’:q/l—‘c/—2~At<At’. (212)

2.gondolatmenet: Induljunk ki (211) inverzébdl:

\%
tg—t; C_Q(UCZ_ZUQ)

Ve V2
1-— \/1—?

Mivel E, és Ey K'-ben azonos helyen torténik (z; = z/, = 0), azonnal megkapjuk
(212)-t.

Konkluzié: A K’ orig6jadban nyugvo ora késik a K-ban nyugvo 6rakhoz képest,
amelyek mellett elhalad, vagy — ami ugyanaz —, amelyek elhaladnak mellette.do

At =ty —t, =

(213)

72.Feladat: Mennyi idé6 telik el a KC origéjaban nyugvé O, éran, mikézben a K’
O' X’ tengelyén az ' = b pontban, majd az ' = a < b pontban nyugvé 6ra elhalad
mellette?

Megoldas: A széban forgo két ora legyen O), és O}, a két talalkozasi esemény pedig
E! és E;. Mivel z, =z, = 0, ezért
At
At = —— > At (214)
V2
1— —
2
Konklazio: A K origdjaban nyugvo ora késik a K'-ben nyugvo orakhoz képest,
amelyek elhaladnak mellette, vagy — ami ugyanaz —, amelyek mellett elhalad.d
A két el6z6 feladat eredménye igy foglalhatd egybe: Ha az egyik inerciarendszer
egy meghatarozott O 6rajat egy maésik inerciarendszer azon éréival hasonlitjuk Gssze,
amelyekkel taldlkozik, azt talaljuk, hogy O késik.
1.K6vetkezmény: Két esemény kozott abban a vonatkoztatasi rendszerben telik
el a legrovidebb idg, amelyben mindkét esemény idépontja ugyanazon az 6ran olvas-
hato le, azaz, amelyben az események azonos helyen torténnek. Ezt a legrovidebb
id6t nevezziik a két esemény sajatidd-killonbségének. A sajatids-kiilonbséget Ar-val
jeloljiik.
2. Kovetkezmény: A mozgas kovetkeztében minden folyamat lelassul (idddilatdcio).
Indokléas: Képzeljiink el egy vonaton egyenletes V' sebességgel utazé embert. Két
egymds utani allomas o6raja mellett elhaladva az utas regisztralja, hogy az 6rék sze-
V2
rint At id6 telt el, a sajat orajan azonban csak At = At -4/1 — — < At id6 malt
c
el (természetesen minden oOra idealisan pontos). A vonat inerciarendszer, amelyben
minden jelenség ugyantugy megy végbe, mint az utas megszokott otthondban, amely
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szintén inerciarendszer. Igy pl. az utasunk szive a vonaton a A7-nak megfelels sza-
mut dobban, ennek az idGtartamnak megfelelGen éhezik meg, stb. A f6ldén nyugvo
orak szerint azonban ekdzben hosszabb id6 telt el mint A7, ezért a f6ldi megfigye-
16k szdmara utasunk o6rajaval egyiitt az életritmusa is lelassult, és nyilvan ugyanez a
helyzet minden elképzelhet folyamattal. Ezért mondhatjuk, hogy a vonatban maga
az 1dd folyik lassabban, mint a f6ldon.

Az idédilatacio nem sérti az inerciarendszerek ekvivalenciajat, ugyanis barmely
konkrét allomas ordja lassabban jar, mint a vonaton elhelyezett Gsszeszinkronizélt
orék, csak ezt nehéz észrevenni, mert a vonat nem elég hosszu (rendszerint sokkal
rovidebb, mint két allomas tavolsaga): ezt a lelassulast ugyanis csak a vonat elején
és végén elhelyett két darab 6ra alapjan lehet megéllapitani. Ha a vonat elég hosszu
volna, azt is meg lehetne figyelni, hogy az allomasféndk életritmusa lassabb, mint a
vonaton iiléké.

Nem tudunk azonban egyenlére valaszolni arra a kérdésre, hogy ki oregszik las-
sabban, kiszemelt utasunk vagy a kiszemelt allomés f6noke. Az Gsszehasonlitashoz
ugyanis legalabb kétszer kellene taldlkozniuk, de ez lehetetlen, mert a vonat, amely-
ben az utas nyugszik, inerciarendszer, és a sebessége alland6. Az Ikerparadozon c.
fejezetben visszatériink a kérdésre.

73.Feladat: A p-mezon radioaktiv, magétol elektronra és neutrinéra bomlik. A
nyugvé mezin élettartama ~ 1076 s. Milyen hosszti a V' = 0.9998c¢ sebességgel repiils
mezon At élettartama?

Valasz:
AT AT

\/ V2 \/1- 099982

At = ~ 50 - AT.

A At alatt megtett Ut =~ c¢- 50 - AT =~ 15 km, de ha nem lenne idddilatacio, a megtett
tavolsag csak kb. 300 m volna.

Az idédilatacio teszi lehetévé, hogy a kozmikus sugérzas hatasara a magaslégkor-
ben keletkez6 mezonok jelents része lejut a foldfelszinre.de

74.Feladat: A K orig6jaban nyugvé O megfigyels v = 1/T frekvencidju fény-
impulzusokat bocsat ki, amelyeket az O feleé V' sebességgel kozeleds O' v/ = 1/T”
frekvenciajunak talal. Hatarozzuk meg v és v/ kapcsolatat (Doppler effektus).

Megoldas:A relativitaselmélet-elGtti targyalast azzal kell kezdeni, hogy megéalla-
pitjuk, milyen inerciarendszerben izotrop a fényterjedés. Legyen ez — mondjuk —
a IC, amelynek O origojaban torténnek a fényfelvillandsok, amelyeknek az abran az
Fy, F5, F3,... pontok felelnek meg. A parhuzamos folytonos vonalak a fényjelek
palyai, az O’ palyajat az x = a — Vt vonal mutatja. Az E,, E,, Ej,... pontok az
észlelési események.

Két egymas utani észlelés idskiilonbségét 7 -vel jeloljiik. Vilagos, hogy 7 < T. Az
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AF, = E1B + BC egyenléségben AF, = ¢T', E1B = VT és BC = cT, ezért
T
T=—_. (215)
Vv
1+ —
c
A Galilei-felfogasban két esemény idékiilonbsége minden inerciarendszerben ugya-
naz, ezért,

=717 = L
1+ —
¢ (Galilei).
1 Vv
VI = F = 14 (1 =+ ;)
X
ad ct c(t-T
E, (t-T)
E E
----- 3
'CT E4
C a-\y
A
& U & & ct
Fy cT 5 cT R cT R
9. abra.
A relativitaselmélet szerint a fényterjedés minden inerciarendszerben — és igy

K-ban is  izotrop és a (215)-beli 7 két észlelési esemény kozott eltelt id§ IC-ban.
Az észlelési események K'-beli id6kiilonbsége az ennek megfelels sajatidé-kiilonbség,
ugyanis az észlelési események K'-ben torténnek ugyanazon a helyen. Ezért

/ V2
V2 1——2 1—K
T = T l-— = Tivc = T 4‘/
¢ 1+ — 1+ —
c c

(relativisztikus). (216)
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Ez a képlet akkor érvényes, amikor a fényforras és az észlel6 kézelednek egymashoz.
A tavolodasnal érvényes képletet V' — —V helyettesitéssel kapjuk.

A felvillanasi események K-ban térténnek ugyanazon a helyen, ezért T a sajatids-
kiilonbségiik. Két ilyen esemény idékiilonbsége K'-bdl nézve

T (Galilei)

At} = T
V2
==

(relativisztikus.)

Vegyiik észre, hogy K'-ben az Osszes észlelési esemény idGpontjat ugyanazon az
oran, a felvillanasi események mindegyikének az idépontjat mas-méas 6ran olvassuk

le.d

75.Feladat: Egy mozgd vonat hosszat tgy lehet megmeérni, hogy a palya mentén
orakkal ellatott segédeket helyeziink el, és azt az utasitast adjuk nekik, hogy az el6re
rogzitett to pillanatban emelje fel a kezét koziiliik az a kettd, aki ebben a pillanatban
éppen a vonat elejét, illetve a végét latja maga el6tt elhaladni. Nyilvanvalé, hogy e
két segéd kozotti a tavolsag a vonat hossza®!. Szamitsuk ki a-t, ha a vonat sebessége
V és a vonattal egyiitt utazok a vonat hosszat [-nek talaljak.

Megoldas: A sinpalyahoz rogzitett rendszer K, a vonathoz rogzitett pedig K'. Az
E,. és az F, az az esemény, amikor a vonat elejének ill. végének elhaladtat észleld
segéd felemeli a kezét. A K-ban az E. az x. helyen a t, = ty pillanatban, az F, az
T, helyen a t, = tp pillanatban torténik, és z. — z, = a. A K'-ben ugyanezen két
esemény koordinataja z/, és x!, és z/, — x!, = I. A Lorentz-transzforméacio szerint

| = ———,
azaz
a=1 1—‘:—22,

tehat a mozgésban 1év6 targy mozgasiranyi mérete megrovidiil (Lorentz-kontrakcid).
A nyugvé targy hossza (a példaban az ) a nyugalmi hossz.d

2.47. Az ikerparadoxon

Folyamodjunk megint a vonat példdhoz. A vonathoz rogzitett vonatkoztatasi rend-
szer a K', a pélyaudvarhoz (sinpalydhoz) rogzitett rendszer a K. Amikor a vonat
all a palyaudvaron, a rajta levé O é6ra (koordinataja «' = 0) szinkronban jar a vele

34Ha a kézfelemelés nem azonos id6pontban térténne, a két segéd kozotti tavolsag a vonat hosszanal
nagyobb vagy kisebb volna.
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praktikusan azonos helyen 1évé O péalyaudvari éraval (koordinataja z = 0). A vonat
at =t' = 0 pillanatban elindul, majd amikor a palyaudvari 6ra T id6t mutat, vissza-
érkezik az eredeti helyére. Mekkora 7" id6t mutat a visszaérkezés pillanatdban az O’
6ra, amely végig a vonaton nyugodott?

A vonat egy pontjanak mondjuk az O’ érénak a palyajat (mozgasat) az
x = f(t) fliggvénnyel irhatjuk le a K-hoz viszonyitva (f(0) = f(T) = 0). Valasszunk
a (0, T) idGintervallumban két infiniteziméalisan kozeli ¢, ¢ + dt id6pillanatot. Legyen
E, az az esemény, hogy a vonat a t pillanatban az z(t) pontban van, Fy pedig az,
hogy a t+dt pillanatban az x(t+dt)-ben van. A két esemény K’ ugyanazon pontjaban
(a K’ origojaban) tortént, ezért az O'-n a két esemény kozott

o VR 1 dfY?

id6 telt el. A képlet felirdsanal felhasznaltuk, hogy a két infinitezimalisan kozeli ese-
mény kozott a vonat a konstansnak tekinthetS V' (t) sebességgel mozgott. A keresett
T’-t ennek a képletnek az integralasaval kapjuk:

, T 7 T Vz(t)i T 1 df 2
T_/O dr_/o dty[1 - — _/O dt 1—03(%). (217)

2
Mivel 4/1 — V—2
c

<1

T
T’g/ dt =T.
0

A vonaton révidebb id6 telik el, mint a palyaudvaron, az utas az allomasfénékhoz
képest fiatalabb lesz. Miért nem forditva? Azért, mert K inerciarendszer, K’ azonban
nem, hiszen a vonatnak valahol gyorsulnia kellett ahhoz, hogy visszatérhessen. Ha
egy ikerpar két tagja koziil két taldlkozas kozott az egyik végig inerciarendszerben
nyugodott, a masik azonban gyorsult és jelentds sebességre tett szert az el6z6hoz ké-
pest (pl. tirutazasban vett részt), akkor ez utobbi kevesebbet 6regszik a talalkozasok
kozott — ez a példa sugallja az ikerparadozon elnevezést. Ha a taldlkozasok kozott
mindkeét testvér gyorsult, a (217)-beli integral kiszamitasa utan lehet csak megmon-
dani, melyik mennyivel fiatalodott a mésikhoz képest.

2.48. A négyestavolsag-négyzet

Legyen F; és E5 két esemény, amelyek idékiilonbsége és koordinatakiilénbsége KC-ban
At, Az, Ay, Az. A két esemény négyestavolsig-négyzetén a

As? = A — Ax? — Ay? — AZ? (218)
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kifejezést értjiik. Ugyanezen eseménypar négyestavolsag-négyzete K'-ben természete-
sen

As"? = AAU? — Ax"? — Ay'? — A2

Allitas: A négyestavolsag Lorentz-invarians, azaz
As™? = As?. (219)

76.Feladat: A Lorentz-transzforméacio segitségével igazoljuk (219)-t.d

A négyestavolsagnégyq-zetkifejezésben a négyzet félrevezetd, mert azt sugallja,
hogy As? nem lehet negativ. A (218) definici6 azonban mutatja, hogy a négyes-
tavolsagnégyqg-zet nulla is, negativ is lehet. Ennek alapjan az eseménypérokat harom
osztalyba sorolhatjuk.

1)Ha As? = 0, az eseménypart fényszerinek nevezziik, mert a két eseményt dssze
lehet kotni fényjellel. Ha pl. At =t9 —t; > 0 és E; egy lampa felvillanasa, akkor az
Ey lehet a fényjel észlelése, u.i. As? = c2At? — Al? = 0 kovetkeztében®® At = Al/c.

2)Ha As? > 0, akkor E; és Es iddszerd eseménypar. Az idészerti eseménypérra
(és csakis erre) igaz, hogy van olyan inerciarendszer, amelyben ugyanazon a helyen
torténnek (nyugalmi rendszer). Ez az a K, amelyik V' = Al/At sebességgel mozog
K-hoz képest. Ilyen inerciarendszer azért van, mert As? = c2At? — Al? > 0 ko-
vetkeztében V' < ¢. Mivel a négyestavolsdgnégyq-zet a K’ nyugalmi rendszerben is
kiszamithato, latjuk, hogy idGszert eseményparra As? = c2A72.

3)Ha As? < 0, akkor az eseménypar térszerd. Talalhaté olyan K, amelyben egy
ilyen eseménypar egyideji. Legyen az egyszeriiség kedvéért Ay = Az = 0, és a K’

t
sebességét valasszuk V = CQA——nek. Mivel As? = c2At2 — Ax?2 <0,V < ¢, és a
x

Lorentz-transzformaci6 szerint

tehat az eseménypar valéban egyidejd.

At
Ha V > CQA—, akkor At' < 0, tehat K'-ben FEs elébb torténik mint Fp, ha
x

At
viszont V' < ¢®—, akkor K’-ben az események sorrendje forditott. Ezért egy térsze-

x
ri eseménypdr iddébeli sorrendje nem invaridns, fligg attol, melyik inerciarendszerbdl
figyeljiik meg Gket.

77.Feladat: Mutassuk meg, hogy egy fényszert, vagy id@szerii eseménypar id6-
beli sorrendje Lorentz-invaridns, azaz minden inerciarendszerben ugyanaz.

Tgazolas: Legyen megint az egyszertiség kedvéért Ay = Az = 0.

35 Természetesen Al?2 = Ax? + Ay? + Az2.
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Ha az eseménypar fényszeri, akkor Az = +cAt, ezért

1% 1%
At— Az  1F—
At = ¢ = = CQ-At.
1% v
I-= V- =

A At-t szorz6 tort bizonyosan pozitiv, ezért At’ elGjele megegyezik At elGjelével.

e
Ha az eseménypar iddészerd, akkor a At = —— képlet kovetkeztében

1— —
2
c
amelyben V' a nyugalmi rendszer sebessége C-ban —, idébeli sorrendjiik minden iner-
ciarendszerben megegyezik a nyugalmi rendszerben érvényes idébeli sorrenddel.de

2.49. A kauzalitasi paradoxon és a 2.posztulatum

78.Feladat: Egy agyt v sebességgel 16vi ki a 16vedéket (a v az agythoz viszonyitott
sebesség). Tegylik fel, hogy O és O’ egyarant rendelkezik ilyen agyaval. A K és a
K’ a szokésos, V < v. Az O a t = t; pillanatban lovedéket 16 ki O’ felé, amelyet
O’ a becsap6dés pillanataban viszonoz. Szamitsuk ki azt a to idSpontot, amikor a
valaszlovedék becsapodik O-ba.

Megoldas:

K-ban z = v(t — t1). Az O’-be torténd becsapadas to pillanatat a
Vto/ = ’U(tol — tl)

egyenlet hatarozza meg, amelybél

tor = t1. 220
TR A (220)
Az O ekkor a K v

a="Vio = - _thl (221)

koordinataju pontjaban van. Az altala kil6tt valaszlévedék sebessége K-hoz viszonyit-
va legyen u. A sebességOsszeadas térvénye alapjan

we VU (222)

és a valaszlovedék trajektoridja K-ban

Tr = &+U(t—to/).
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Az O-ba érés to pillanatat a
0=a+u(tz —tor)
egyenlet hatarozza meg, amelybdsl
a
to =to — —.
u

A (220), (221), (222) behelyettesitése és némi atalakitas utan kapjuk a végeredményt:
V2
I-—
ty= —"C— t1.b

(%)

A kauzalitasi paradoxon: Ha v elég nagy, akkor a nevez§ ~ 1 és to < t;, tehat a
valaszlovedék azel6tt csapodik be O-ba, miel6tt még az a kezds 16vést leadta volna.
Ha O’ jél célzott, szétl6tte O agyunjat. De akkor O nem l6hetett, O’-nek nem volt
mire valaszolni, az 4gytjat nem siitotte el, ezért O agydja épen maradt, amivel ¢;-
ben mégis leadta a 16vését O’ felé, amire az valaszolt, stb, stb. Mint latjuk, logikai
ellentmonddasra jutottunk, mert ugyanazokat a tényeket allitjuk is, tagadjuk is.

A leirt szituacio analiziséhez vezessiink be jeloléseket az egyes eseményekre. Le-
gyen Ep és FEs az O-ban eldordiilt 16veés, ill. a valaszlovés becsapodasa, E, pedig a
valaszloves eldordiilése. A K-ban E, késébb torténik, mint F;, a K'-ben pedig Es
késébb torténik, mint F,,.

Ha v < ¢, akkor ezek az eseményparok idGszertiek, és az eseményeknek ez a sor-
rendje invarians. Igy pl. az Ey a K-ban is késobb torténik, mint E,, és ezért Ey —
amely az FEi-el idGszertd part alkot, hiszen K-ban azonos helyen torténnek —, bizo-
nyosan Fp utén kovetkezik be. Ebben az esetben tehat to > ;.

A helyzet azonban véltozhat, ha megengedjiik, hogy v legyen nagyobb a fényse-
bességnél. Ekkor az Fy, E,, valamint az Fs, FE, térszerid parok, és ezért lehetséges,
hogy K-ban Es id6ben megel6zze E,-t annak ellenére, hogy K'-ben természetesen E,
torténik elébb. Ebben az esetben bekovetkezhet a to < t7 kauzalitasi paradoxon. Ha
pl. t1 =755,V =¢/2, v =8¢, akkor to = 64 s < t3.

Amikor ez a helyzet, a (222) alapjan szamitott u sebesség pozitivnak adodik. Ez
azonban  a latszat ellenére  nem jelenti azt, hogy a valaszlovedék nem az O felé,
hanem éppen az ellenkezs irdnyban halad. Az w elGjele ugyanis csak akkor egyezik
meg a repiilési irdny elGjelével, ha dt > 0. A példankban azonban a paramétereket
ugy valasztottuk, hogy a 16vedék a K-beli id6 szerint el6bb ér célba, mint amikor
elindult, ezért a mozgésa soran t csokken, azaz dt < 0. Mivel az O z-koordinatéja az

d
O'-énél kisebb, a l6vedék akkor repiil O felé, ha dx < 0, azaz, ha u = e pozitiv.

A példa mutatja, hogy ha fénynél nagyobb sebességi objektumokat vagy jeleket
(tachionokat) tudnank kelteni és észlelni, akkor az ok és az okozat sorrendje nem len-
ne mindig minden inerciarendszerben ugyanaz, és ez kauzalitasi paradoxonokat tenne
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lehet6évé. A paradoxon abban &ll, hogy egy iddszerid eseménypéaron beliil (a példaban
ez az Fy és az Fs) az ok és az okozat sorrendje felcserélgdik. Mint lattuk, ez annak
a kdvetkezménye, hogy a térszerii eseménypérok idébeli sorrendje nem invarians. A
probléméat nem lehet azzal elintézni, hogy oknak mindig tekintsiik azt az eseményt,
amelyik elébb torténik, mert az okot és az okozatot (a 16vést és a detonaciot) nem
egyediil az kiilonbozteti meg, hogy melyik torténik elébb. Ezért a kauzalitasi para-
doxonok elkeriilésének legegyszertibb modja a 2.posztulatum elfogadasa mindaddig,
amig tachionok 1étezését nem lehet kisérletekkel bebizonyitani.

2.50. A gyorsulas transzformacidja

A K és a K’ aszokasos. Mozogjon egy témegpont valtozo, a K-bol nézve v(t),a K'-bél

du(t dv' (t'
nézve v'(t') sebességgel. A gyorsulas K-ban a = Zl(t >, K'-ben o' = vdi’ ) Keressiik
a és a' kapcsolatat.

A sebességosszeadas torvénye alapjan
V2
1- 2
-V
dv' = d=2 - v,
1— ﬂ 1 vV
2 — =
mig

Vo
dt — — - —

Mindkét esetben a df (u) = @ ~du (u = v vagy t) képletet hasznaltuk és a
u

derivalasnal figyelembe vettiik, hogy V konstans.
A felsg egyenletet az alsoval osztva kapjuk a keresett Gsszefiiggést:

2\ 3/2
’ C
=~ — 7 _ .. (223)

Latjuk, hogy a = 0-nél o’ is zérus. Ennek igy is kell lennie, hiszen a 2.kévetelmény
szerint egyenletes egyenesvonalt mozgasnak ugyanilyenbe kell atmennie. A nemre-
lativisztikus hataresetben (v, V < ¢) a képletiink o’ = a-t ad, ami korrekt, mert a
Galilei-transzformaciéval szemben a gyorsulas invarians.
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2.51. A relativisztikus mozgasegyenlet

A tomegpont relativisztikus mozgasegyenletének eleget kell tennie annak a kovetel-
meénynek, hogy kis sebességeknél menjen 4t a Newton-egyenletekbe. Ugyanakkor a Lo-
rentz-transzformaécioval is 6sszhangban kell lennie. Ezt a két feltételt a legegyszertib-
ben tgy biztosithatjuk, hogy mozgasegyenletként a Newton-egyenleteket posztulaljuk
ahhoz a K' inerciarendszerhez képest, amelyben a tomegpont éppen nyugszik (pilla-
natnyi nyugalmi rendszer), és ennek a transzformaltjat tekintjiik mozgéasegyenletnek
K-ban.

Elegends lesz, ha az egydimenzios mozgasra korlatozodunk (az ers és a sebesség
irdnya ugyanaz). Mozogjon a témegpont az adott pillanatban K-hoz viszonyitva v
sebességgel — mondjuk — z-irdnyba. Akkor a pillanatnyi nyugalmi rendszer az a
K’ inerciarendszer, amely z-irAnyban v sebességgel mozog. Feltevés szerint K'-ben a
mozgasegyenlet megegyezik a Newton-egyenlettel:

ma’ = F'.

A K-beli mozgasegyenletet ugy kapjuk, hogy ebben az egyenletben a vessz@s
mennyiségeket vesszGtlen mennyiségeken keresztiil fejezziik ki a Lorentz-transzfor-
méci6 segitségével.

Amikor a tomegpont v sebessége és a K'-rendszer V' sebessége azonos iranyi, az a
és az o’ kozotti kapesolatot (223) hatarozza meg. Abban a specialis esetben, amikor
K’ a pillanatnyi nyugalmi rendszer, az egyenletbe V' = v helyettesitends, tehat

1

0@ = ——5——= 4,

V2 3/2
(1- ?)

L e d
(1 1)2)3/2 dt dt ) w2

ami atalakithato igy:

2
A K-ban érvényes mozgasegyenlet tehat a newtoni

p=F (224)

alakban irhat6, amelyben azonban az impulzus nem a megszokott mv szorzat, hanem
a
p= 2L (225)

kifejezés, F pedig a K-beli adatokon keresztiil kifejezett F’ ers. Amikor v < c,
visszakapjuk az impulzus megszokott p = mv képletét.
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A legfontosabb esetben, amikor a tomegpont toltott és az eré a Lorentz-erd, az F
felirasa a IC-beli adatokon keresztiil nagyon egyszertd. A Lorentz- er6t ugyanis minden
inerciarendszerben ugyanaz a jol ismert formula fejezi ki, hacsak E-nés H-n — termé-
szetes médon  , az adott inerciarendszerben érvényes tereket értjiik?s . Igy specialisan
z-irdnyd elektromos térben egy ¢ toltéstd tomegpont relativisztikus mozgasegyenlete

a kovetkezd: J
mu
- =gqgF 226
G = aE(e). (226)
1_§

3 dx
amelyben természetesen v = —.

Ez az egyenlet a Newton-egyenlettsl a nevezgbeli négyzetgydkben kiillonbozik. Ha
ezt a négyzetgyokot a tomeg részének tekintjiik, akkor azt mondhatjuk, hogy az egyen-
let egy olyan ponttoltés mozgasat irja le, amelynek tehetetlen tomege a sebesség
novekedtével ng. Ennek négyzetgydknek az a kdvetkezménye, hogy ugyanaz az eré
annal kevéshé gyorsit, minél nagyobb a sebesség, és a ponttdltés sebessége legfeljebb
megkozelitheti c-t, de soha el nem érheti.

79 Feladat: z- irény(l E = konst elektromos térben ¢ t6ltést tomegpont mozog.

Megoldas:
d mv
= —oE
dt 2 4
1-=2
mv_ JEt
02
tTa
E
=y
v= U

Latjuk, hogy t — oco-nél v — c.
Az utolsé egyenletet kénnytd djra integralni ¢t-szerint. Az integraciés allandot va-
lasszuk ugy, hogy t = 0-nal legyen x = 0:

36Kessbb latni fogjuk, hogy — a legtdbb fizikai mennyiséghez hasonléan —, a terek is valtoznak,
amikor egyik inerciarendszerrél egy mésikra tériink at.
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mc? qF 2
= — 1 —t) —1
o qF * (mc )

E\’ E
Amikor ¢ olyan kicsi, hogy <q—t> < 1, ez a megoldas az © = g—tQ korrekt,
me m

newtoni alakba megy at.do
2.52. Az energia

Szorozzuk meg a (224) mindkét oldalat v-vel. A jobboldalon az erét kifejezhetjiik az
U potencialis energia negativ derivaltjaként, ezért

oo W dz _ dU
Codr At dt’
A baloldalon
. d mu muv dv d mc
vp =V — = Rk
P dt v vi\3/2 dt dt w2
1-= (_c_2> ==
2
M Lyul=o
V1—v2/c?
azaz )
W:L—I—U:konstans.

S iiee

Ez a képlet fejezi ki a W energiat és az energiamegmaradas tételét a relativisztikus
mechanikidban.

A W-ben potencialis energia ugyanaz, mint a newtoni mechanikidban, a kinetikus
energianak megfelel tag azonban tokéletesen Gj. Ennek a tagnak a tanulményozésa
érdekében korlatozodjunk a szabad mozgasra, amikor

W= LQ (U =0). (227)
v
I-=
A v < ¢ hataresetben

2
W’fumcz—i—%.
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Az impulzussal ellentétben a szabad mozgas energidja kis sebességeknél nem adja
vissza a newtoni mozgasi energiat. Megjelenik egy varatlan tag, amely azt fejezi ki,
hogy a test tomegében hatalmas, mc? mennyiségt energia van tarolva.

A nyugvé m tomegii test energidja tehat mc?-el egyenls. Jelenti-e ez azt, hogy
amikor a test energidjat megnoveljiik AW-vel tgy, hogy kézben nyugalomban marad
(pl. melegitjiik), a témege AW/c?-el megns? Einstein kiilonb6z6 gondolatkisérletek
alapjan arra a kovetkeztetésre jutott, hogy valéban ez a helyzet. Az egyik gondolat-
kisérlet a kdvetkezd volt:

Tekintsiink egy m tomegt testet, amely egy K inerciarendszerhez rogzitett Descar-
tes-rendszer origbjaban nyugszik. A 4z és a —z tengely iranyabol egy-egy tokéletesen
egyforma fényimpulzus (hullamcsomag) esik a testre, amelyeket a test teljes egésziik-
ben elnyel. A hullamcsomagok energidja W, impulzusuk G = (0, 0, £G). A ket
mennyiség kozott fennéll a W = ¢G relacié (1d. az 56.feladatot).

A hullamcsomagok abszorpcidja kovetkeztében a test energidja AW = 2W-vel nd,
de p'impulzusa nem valtozik: a test az abszorpcio el6tt és utan egyarant nyugalomban
van és impulzusa végig p'= 0.

Szemléljiik most ugyanezt a folyamatot egy olyan K’ inerciarendszerbdél, amely
K-hoz képest a —x tengely irdnyaba mozog tetszGlegesen kis V' sebességgel. Mivel
a hullAmcsomagok sebessége ¢, z-irdnyt impulzuskomponensiik K£'-ben V' < c-nél

v
+—G-vel egyenld.
c
A gondolatmenet lényeges pontja, hogy az objektum K’-beli sebessége az abszorp-

cio el6tt és utan egyarant V nagysagi és +x irdnyt. Ez egyenes kovetkezménye annak,
hogy az objektum az egész folyamat soran végig nyugszik -ban. Az impulzusa azon-

ban az abszorpci6 kovetkeztében +z iranyban Ap’ = 2—G-vel megné, ami csak ugy
c

2G

lehetséges, hogy az m tomeg Am = — ndvekményt kap. A K'-ben ugyanis a V
c

kicsisége miatt , a test impulzusa tomegxsebesség alaki, tehat Ap’ = Am - V. A

G-t helyettesithetjiik —W-vel, ahonnan Am = —-; ennyivel n6 az objektum tomege
a fényimpulzusok elny%lése kovetkeztében. De “ mint mar tudjuk —, 2W a K-beli
energia AW megnévekedésével egyenls. A tomeg és az energia megndvekedése tehat
aranyos egymassal és az aranyossagi tényez6 a fénysebesség négyzete.

A tomeg-energia ekvivalencia arra vezet, hogy a kotési energiit tGmegméréssel
(stulymeéréssel) is meg tudjuk hatarozni. Emlékeztetiink ra, hogy pl. egy két tomeg-
ponthdl Gsszetett kotott rendszer kotési energidjan azt a minimdlis AWj energiat
értjik, amit be kell fektetni ahhoz, hogy a rendszert a két GsszetevGjére bontsuk fel:
ez az az energia, amelynek hatasara a kotott rendszer két egymastol tavol nyugvo
Osszetevlre szakad szét. A AW energia befektetésekor azonban a rendszer témegét
AW}, /c*-el noveljitk meg, igy valik a rendszer témege egyenlévé a szabad dsszetevék
tomegeinek az 6sszegével. De akkor a k6tott rendszer tomege ugyanennyivel kevesebb,
mint a két szabad Gsszetevs tomegének az Osszege (tomegdefektus):
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AWy

Mkptstt rendszer = M1 .sszetevs T M2 6sszetevs — 2

Ez a kovetkeztetés élesen ellentmond a newtoni mechanika felfogasdnak, amely
szerint egy Osszetett rendszer tOmege az Osszetevik tomegeinek az 0sszegével egyenld.

A kémiai kotésnél felleps kotési energiak tul kicsik ahhoz, hogy a tomeget észre-
vehet6en megvaltoztassdk  ezért nem deriilt ki mar régen tapasztalati alapon, hogy
a newtoni mechanikdban hasznalt energia-képletbdl hianyzik egy fontos tag. Ezek
a tagok ugyanis hidba nagyok, csak a megvaltozasuk észlelhet6. Az atommagokban
azonban a neutronok és a protonok kotési energidja nagysagrendileg a kémiai kotés
milliészorosa. Amikor a magfizika vizsgélni kezdte a magersket, a relativitaselmé-
let mar létezett, és a kotés nagysigat éppen az atomsulyok alapjan lehetett elGszor
megbecsiilni.

A kémiai és a nuklearis energia egyarant a kotési energiabdl szarmazik: amikor
olyan kémiai vagy nuklearis dtalakulas torténik, amelynek a sordn a kotési energia
né, az energiakiilonbség alkalmas berendezés segitségével kinyerhets. Mivel a kotési
energia a tomegdefektussal aranyos, azt is mondhatjuk, hogy a tomegben rejls energia
az, amit felszabaditunk. Ez a kémiai energidra is érvényes, de a témegdefektus csak
az atommagokban elég nagy ahhoz, hogy stlyméréssel is észlelhets legyen.

A relativisztikus mechanika képletei lehetévé teszik, hogy az energia- és impulzus-
megmaradas torvényének a felhasznaldsaval olyan feladatokat is analizaljunk, ame-
lyekben kiilénb6z6 tomegi objektumok  atommagok és elemi részecskék  alakul-
nak 4t egymasba. Az ilyen feladatoknal el6nyGsebb, ha az energiat a sebesség helyett
az impulzuson keresztiil fejezziik ki. A (225) és a 227) segitségével konnyen belathato,
hogy a keresett formula a kdvetkezs:

W = cy/p? + m2c? (U =0). (228)

Amikor p < mc, ez a képlet a
2
W~ mc?® + L
2m

relaciéra vezet, ami a tomegben tarolt energidnak és a newtoni kinetikus energia im-
pulzust tartalmaz6 alakjanak az Gsszege.

Tekintsiik most az alfa-bomlas folyamatat, amelyben egy nyugvo A atommag bom-
lik el egy B atommagra és egy a-részecskére:

A— B+a.

A tomegek legyenek m 4, mp, me,. Az impulzusmegmaradést a pp+ps = 0 egyen-
let fejezi ki, amelybdl kévetkezik az impulzusok abszolat értékeinek az egyenlGsége:

PB = Da-
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A bomlas el6tt az energia a nyugvé A-atommag energidjaval, mac?-el egyenls. A
bomlas utan, mikor a bomlastermékek mar olyan messze vannak egymdéstol, hogy
Coulomb-kélcsonhatésuk elhanyagolhatd, az energia a szabad B-mag és a szabad a-
részecske energidinak az Gsszege. Az energiamegmaradas tétele tehat:

mac? = c\/p% + m{e? + cy/p2 + m2c2.

A két egyenletbdl a két impulzus meghatarozhato, az impulzusokbol kiszamithat-
juk a Wp és a W, energidkat, végiil a

v =

p
T (229)

képlet segitségével, amely (225) és (227) direkt kovetkezmeénye, megkaphatjuk a se-
bességek nagysagat.

2.53. Nulla tomegii részecskék

A newtoni vilagképben nincs helye olyan objektumoknak, amelyeknek véges energiaja
2

és impulzusa van és a tomegiik zérus: a K = r képlet szerint ilyen targyak nem

létezhetnek. A relativitaselméletbe azonban a leg‘éermészetesebb modon illenek bele
a nulla tomegd részecskék.

A (228), (229) relativisztikus képletek ugyanis minden tovabbi nélkiil alkalmazha-
tok m = 0 esetében is:

W = o (230)

v = C.

Egy zérus tomegi részecske tehat mindig fénysebességgel mozog, és energidja az im-
pulzusénak c-szeresével egyezik meg.

2.54. Az energia és az impulzus transzformécigja

Legyen egy m tomegi objektum energidja és 1mpulzusa K-ban W és p. Milyen W' és
p’ energiat és impulzust tapasztal a K-hoz képest 1% sebességgel mozgo K’ megfigyels?
Abbol indulunk ki, hogy a tomeg a megfigyels mozgasatol fiiggetlen allando (re-
lativisztikus invaridns), tehat (228) alapjan
W2 = G ) = W= 2 = gl -

vagyis az
1
C—2W2 - P} —pf, —p? (231)
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kvadratikus kombinacié minden vonatkoztatési rendszerben ugyanaz a szam. A (231)
strukturélis megegyezése a (218)-beli négyestavolsdgnégyq-zet invaridnssal nyilvanva-
16. A négyestavolsagnégyq-zet invariancidja a (206) Lorentz-transzformaciobél kbvet-
kezik és ez plauzibilissé teszi, hogy az energiat és az impulzust is a Lorentz-transz-
formacié segitségével szamithatjuk at egyik inerciarendszerb&l a méasikba®’, hacsak
végrehajtjuk (206)-ban a

1
At— =W Ar—p, Ay—p, Az—p,
c

helyettesitéseket:
W/: W — me
V2
1=z
\%
I c
Pr = (232)

S

Dy =Dy

PL=p--

80.Feladat: Egy nulla tomegt részecske energidja K-ban legyen W. Hataroz-
zuk meg W' energiajat abban a K’ vonatkoztatési rendszerben, amely V' sebességgel
mozog a részecskével szemben.

Megoldés: A részecske mozogjon K-ban az x tengely mentén negativ irdnyban.
Impulzusa ekkor a kévetkezs:

p=(-p, 0, 0)=(-W/e, 0, 0).

A (232) els6 egyenletébdl ezért

\%
14+ —
W' = 02 = (233)
\%
1=
C

A (233) transzformacios torvény szerint egy nulla tomegii részecske energiajat an-
nal nagyobbnak latjuk, minél gyorsabban mozgunk vele szembe. Vajon mi okozhatja
ezt az energiandvekedést, mikor a részecske sebessége K-ban is, K'-ben is ugyanaz?

37Ha valaki kételkedne, a (227), (225), valamint a sebességdsszeadés torvénye alapjan ellendrizheti,
hogy korrekt transzforméaciés térvényre jutunk.
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Mi az, ami egy mindenkihez képest c-sebességgel mozgé objektumban valtozik, amikor
kiilénb6z6 inerciarendszerekbdl figyeljiik meg?

A magyarazathoz a (233)-t és a (216)-t kell Gsszevetniink, amibgl az deriil ki,
hogy a nulla témegi részecske energidja ugyanolyan térvény szerint transzformdlodik,
mint eqy c fdzissebességi hulldim frekvencidja. Ezért ha egy nulla tomegd részecs-
kének van frekvencidja, ez lehet az a tulajdonsiga, ami az energidjat meghatarozza:
az egyik inerciarendszerbdl a masikba torténd attérésnél ugyanis a W és a v ugya-
nazzal a tényezG6vel szorzodik meg, ezért ardnyuk minden inerciarendszerben ugyanaz
(invarians).

Nagy kérdés, hogy a Természet él-e ezzel a relativitdselmélet adta lehetGséggel?
Igen, él vele, a tapasztalat szerint a fény részecskeszert kvantumokboél, fotonokbdl
all, amelyek — mivel fénysebességgel mozognak —, nulla témegiiek és az energidjuk
szigorian aranyos a frekvenciajukkal:

W = hv = hw. (234)

h
A h, vagy a manapsag szivesebben hasznalt i = o univerzdlis konstans a Planck-
™

dllandg.
A (230) kovetkeztében hasonlé képlet all fenn a foton impulzusa a hullamvektor
kozott:

7= hk. (235)
A (230) képlet az 57.példaban targyalt hullamcsomagokra is érvényes (G = p),
ezért egy hullamcsomagra is igaz, hogy energiajanak és frekvencidjanak az aranya min-
den inerciarendszerben ugyanaz a szam. A Maxwell-féle elektrodinamikdban azonban
ez az aranyossagi tényezs tetszéleges lehet, hullimcsomagrol hullamcsomagra valtoz-
hat, egyaltalan nem kell univerzalis allandonak lennie, hiszen nem a frekvencia, hanem
az £ amplitudo az, ami a csomag energiajat meghatéarozza (1d. a 48.feladatot). Ezért
az a tény, hogy az egyes atomok &altal kibocsatott fényimpulzusok a fotonok
energidjat a frekvencidjuk hatarozza meg a W = hv képlet szerint, tokéletesen idegen
a Maxwell-féle elektrodinamikatol, de a klasszikus fizika egészét6l is, és a fizika egy j
felfogasanak, a kvantumfizikdnak vetette meg az alapjat.

2.55. A frekvencia, a hullamvektor és a fazis transzformacigja

A cimben felsorolt mennyiségek koziil a frekvencianak a transzformécios térvényé-
r6l mar volt sz0, legalabb is fényhulldmok esetében (Doppler effektus, 74.feladat).
Gondoljuk at djra ezt a feladatot a kovetkez6 valtoztatasokkal:

a)Ne korlatozodjunk fényhullamra, engedjiik meg, hogy a fazissebesség tetszéleges
v lehessen.

b) Az O’ az z-tengely mentén mozogjon a megszokott modon pozitiv irdnyban (a
67.feladatban ellenkezd irdnyban mozgott).
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c)A v helyett dolgozzunk w-val.
A (215)-ben ennek megfelelGen el kell végezni a ¢ — v, V' — —V helyettesitést,
ezért a (216) relativisztikus képletek igy modosulnak:

V2
[ V2 -
ro_ _ye c
T = T4/1 = T 174
1- =
v
(relativisztikus). (236)
V
11— —
W o= w 1{/2
-
A 2.27 fejezet szerint azonban — = k, ezért az utolsé képlet az
—Vk
w=2""r (237)
V2
==

alakban is irhaté. ,

De mekkora, lesz a hullamvektor nagysaga K’-ben? Nyilvan k' = i/, amelyben w’'-

v
t (236)-bol (vagy (237)-bdl) vehetjiik, v'-t pedig a sebességisszeadés torvénye alapjan
kell kiszamitanunk:

14
w’ w(l—g) 1_%
k/ = = . &
v 12 v—=V
-z
Vv 14 14

Ez a képlet a (237)-tel egyiitt mutatja, hogy az w, k part a W, p, péarhoz hasonlo
recept szerint kell atszamitani a K-bél a K'-be. Ha figyelembe vessziik, hogy k a
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hullamwektor z-komponense, a transzformacios torvényt igy irhatjuk fel:

w/ _ (.()—Vkm
V2
1=z
kz—%w
/ — C
ky = 7 (238)
==
K, = ky
K = k..

81.Feladat: Igazoljuk, hogy a ¢ = k - 7 — wt fazis Lorentz invarins.

Igazolas: Ha a
o =kl kY +k 2wt

kifejezésben a vesszés mennyiségeket vesszGtleneken keresztiil fejezziik ki, a
ky -x4+ky-y+k,-z—w-t=¢

kifejezésre jutunk, tehat ¢ = .

Azt talaltuk, hogy a K— K’ atmenetnél az energiabol és az impulzusbol allo
4-komponensii mennyiség, valamint a korfrekvenciabol és a hullamvektorbol allo 4-
komponensti mennyiség egy és ugyanazon térvény szerint transzformalédik.?®. Ez az
egybeesés megengedi, hogy a (234) és a (235) Osszefiiggés fonnallhasson minden ré-
szecskére (elektronra, protonra, neutronra, s6t egy futballabdara is), ne csak olyanok-
ra, amelyek nulla témegtiek. De mig a foton esetében valojaban az a természetes, hogy
rendelkezik frekvencidval — hiszen az elektromégneses hulldmok kvantumja —, és az
a varatlan, hogy részecske, addig példaul az elektronnél semmi okot sem latunk arra,
hogy barmiféle hullamjelenséggel hozzuk kapcsolatba. Enélkiil pedig nyilvan nincs
sok értelme arrol beszélni, hogy egy W energiaju elektron  korfrekvenciaja” W/h-val
egyenld (specidlisan nyugvo elektronnél ez a kérfrekvencia mc? /hbar), ,hullamvekto-
ra” pedig p/h.

A Természet azonban ebben az altaldnosabb esetben is €l a részecske-hullam meg-
feleltetés relativitaselmélet altal nyujtott lehetdségével: a kvantumelméletben latni
fogjuk, hogy a részecskék mozgésat hullamfiigguény segitségével lehet a tapasztalat-
nak megfelel6 modon leirni, amely azonban nem erdtér, mint az elektromégneses mezs,
hanem val6észintiségi természet.

38 Az ilyen 4-komponensti mennyiségeket nevezik négyesvektornak. Az események ct, =, y, z
(c-szeres) id6pontja és koordinatai is négyesvektort alkotnak.
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2.56. Az elektromagneses mez6 transzformaéacidja

Mozogjon megint a K’ inerciarendszer K-hoz képest V' sebességgel a kozos z-tengely
mentén. Tegyiik fel, hogy a KC-beli megfigyels H homogén magneses mezdt észlel,
amely az z-irdnnyal valamilyen nemnulla széget zar be.

A K'-beli megfigyels nem pontosan ugyanezt fogja tapasztalni. Ezt a kovetkezo
gondolatmenettel lehet belatni: Nyugodjon egy ¢ toltés K-ban. Ez egy lehetséges
allapot, hiszen C-ban nincs elektromos mez6, ami a toltést gyorsitani kezdené. A
K'-beli megfigyels tehat azt 1atja, hogy a tdltés a negativ z-tengely irdnydban mozog
egyenletes V sebességgel. De akkor neki a magneses mezd mellett elektromos mez6t
is kell észlelnie, éspedig olyan konfiguracidban, hogy a V= (=V, 0, 0) sebességgel
mozgd toltésre hatd Lorentz-er6ben a magneses mezG jarulékat az elektromos mezé
Coulomb-eréhatéasa éppen kompenzéalja.

Ennek a gondolatmenetnek az alapjan varhato, hogy a mezsk altalaban valtozni
fognak, amikor egyik inerciarendszerrdl egy maésikra tériink at. A relativitaselmélet
szerint a mezdk transzforméciés torvénye a koévetkezs:

ELE’ = E:E7 Ey’ - 7Ey _ VBZ ] Ez’ = 7EZ + VBy
! V2 V2
\/1- = 1— =
239)
14 1% (
Bml = Bm; By/ = — ; Bzz = C
V2 V2
1-— = 1— =

A legf6bb érv emellett a transzformécios torvény mellett az, hogy ha a K-ban a
vesszétlen koordinatak segitségével felirt Maxwell-egyenletekben egyrészt a Lorentz-
transzformacié segitségével a a vesszétlen koordinatédkat vesszés koordinatékra cse-
réljiik fel, méasrészt a térmennyiségeket a (239) inverze alapjan vesszds komponenst
térmennyiségekkel helyettesitjiik, akkor a két valtoztatas pontosan kompenzalja egy-
mast, és a Maxwell-egyenletek alakja IC-ben ugyanolyan lesz, mint amilyen K-ban
volt.

Ez a tulajdonsag fejezi ki matematikailag azt, hogy az elektrodinamika torvényei
minden inerciarendszerben véltozatlan forméaban érvényesek. Ez a kijelentés nem mas,
mint az 1.posztuldtum (az elektrodinamikara alkalmazva), amit a relativitdselmélet
targyalasanak a kiindulépontjaba allitottunk. Valéjaban azonban eddig az 1.posztu-
latumnak csak egy specialis aspektusat hasznaltuk ki, azt, hogy a fénysebesség legyen
minden inerciarendszerben ugyanaz. Csak most, a Maxwell-egyenletek invariancia-
janak a megéllapitdsa utédn lehetiink biztosak abban, hogy az els§ posztuldtum az
elektrodinamika egészére teljesiil.
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