A kettss adiabatikus inga

(Szeminariumi elgadas kib&vitett valtozata)

1.Bevezetés.

Egynél nagyobb szabadsagi foku rendszereknél a szabadsagi fokok egyik csoportjahoz tartozé energia poten-
cidlis energia szerepét jatszhatja a szabadsagi fokok masik csoportjara nézve. A legismertebb példa a central-
szimmetrikus kéttestprobléma, amelynek E energidja az
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alakban frhato, amelyben K, és K, a radidlis és az azimutélis mozgas kinetikus energidja. Az L = pr?¢
impulzusmomentum megmaradasa miatt azonban K-t az r értéke egyértelmiien meghatarozza:
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Eszerint az azimutalis mozgas energidja — amely tisztan kinetikus energia, — a radialis mozgasban a potenciélis

energia szerepét jatssza (centrifugalis energia). Enélkiil a konverzio nélkiil a probléma nem lenne integralhato.

Ez a konkrét feladat természetesen megoldhaté anélkiil is, hogy a konverzié tényét felismernénk és explicite
megfogalmaznink. A dolog ott kezd igazén érdekessé valni, ahol ez az atalakulds nem megy "magatol", és az
egyébként nem-integralhaté problémanél az atértelmezést megprobaljuk valamilyen indoklassal kiergszakolni.
Erre a legismertebb példa a kétatomos molekuldk Born-Oppenheimer modellje. Az energia ebben az esetben is
harom tag Osszege: K+ U(r) a relativ mozgas kinetikus és potencilis energiaja csak a relativ mozgas dinamikai
valtozoitol fiigg, mig az elektronok E. energiaja ezeken kiviil az elektronok koordinatait is tartalmazza. Ha azon-
ban feltessziik, hogy az elektronok végig alapallapotban vannak, amelynek F, energidja mar csak a molekuldk
relativ koordinatajanak a fliggvénye, akkor ezzel a feltevéssel az elektronok teljes energidjat a molekuldk kdzott
hat6é potencidlis energiava alakitottuk at. A kdvetkezs fejezetekben bemutatunk egy klasszikus mechanikai
eszkozt (1.4bra), amely a Born-Oppenheimer modell meglehet&en pontos analogonja.
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1. dbra. A kettds inga.

2.A kettds adiabatikus inga.

A rajzon abrazolt ingédnak harom szabadséagi foka van: az aq, ag kitérések, valamint a £ paraméter (—1 <
¢ < 1), amelyet az

r = ro(1+¢)



rg = ro(1=9¢)

egyenletek definidlnak.
Ha &-t konstansnak tartjuk, két fiiggetlen ingank van, amelyek o; < 1 esetén
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korfrekvenciaju lengéseket vegeznek (wo = /g/r0).

Mi torténik, ha &-t "elengedjik"?

A lengések kovetkeztében az ingikon 16g6 tomegekre centrifugélis eré hat, amely a silyhoz hozzaadodva
altalaban meghontja a nyugvé inga instabil egyenstlyi helyzetét, és £ valtozni kezd. A centrifugilis erét azon-
ban — a silyerdvel ellentétben, — az inga hossza (a £ értéke) nem hatarozza meg: ez az er$ dltalédban nem
szarmaztathato £-t6] fliggd potencidlbol, és ennek kdvetkeztében a feladat bizonyara nem is integralhato.

Amikor azonban a & valtozasi sebessége lasst a lengésekhez képest (adiabatikus), és a kitérések kicsik (|a;| <
1, matematikai inga), az ingak
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energidjanak és korfrekvencidjanak hanyadosa adiabatikus invaridns:
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Késébb (4.fejezet) majd foglalkozunk ennek a hipotézisnek a megalapozéasaval a kettés inga esetére. Most
elégedjiink meg egy meglehetdsen felszines "igazolassal"! az egyedi matematikai ingéra.

Induljunk ki a linearis harmonikus oszcillator £ = 2 (? — w?2?) Lagrange-fiiggvényébdl. Tegyiik fel, hogy
w megadott médon valtozik. Ez a valtozas legyen adiabatikus, a T' peri6dusi6 alatti megvaltozas legyen sokkal

kisebb, mint a t-pillanatbeli w:
wT 27w
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Hogyan valtozik koézben az E energia? Mint ismeretes,
. oL oL
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Az adiabatikussag miatt a mozgéas harmonikus rezgés lassan valtozd paraméterekkel:
x = A(t) - sinfw(t) - t + 6(t)],

ahonnan .
E = mwA? - sin®(wt + 6) - .

1
Mivel E = §mw2A2, ez a képlet

E=E 2. 2sin?(wt+9) (1)
w
alakban is frhaté. Atlagoljuk mindkeét oldalt a (¢,¢ 4 T') intervallumra:
- _w
E=F— 2
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amelybdl kovetkezik, hogy E/w idében 4llando.

1Fz azonban nagyon effektiv gondolatmenet, mert valahanyszor alkalmazhato, mindig a korrekt eredményre vezet.



A kiméletlen atlagolés finomithato (1.Fiiggelék), de a lényeg méar ebbdl a gondolatmenetbdl is latszik: az adi-
abatikus invarians olyan mozgas alland6, amely a gyors mozgasra torténd atlagképzeés lehetGségének koszonheti
a létét.

Az adiabatikus invariancia felhasznalhato arra, hogy a lengések F; energidjat a &-mozgas potencialis en-
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kinetikus energidjanak az Gsszege (© és ¢ a csiga tehetetlenségi nyomatéka és elfordulésa), amely a £&-n keresztiil
is kifejezhetd:
m+ M+ ©/2R?

K¢ =L-mrié? L=
m
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Amikor I; és I (kozelitGen) konstans, Ey és Es kifejezhets az adiabatikus invaridnsokon és a &-n keresztiil,
és a teljes energia az

E=Kc+U()
alakban irhato, amelyben
U<5>=w[ LI ] (1)
ClvIve vI—é&)

Ez az U effektiv potencidl egy g6dor, amelyben a £ nemlineéris ingadozdsokat végez. A godor Iy = I[y-nél
szimmetrikus, az ingadozés ekkor £ = 0 korill torténik. A |¢] < 1 hatéresetben az ingadozas linearis rezgés az

U =~ wy |:(Il + IQ) — %(Il — Ig)f =+ g([l + 12)§2j|

potencidlban, amelynek €2 korfrekvenciajat az

. l . 3(4]0([1 +12)
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(€l < 1) ()

képlet hatarozza meg (ez a képlet hasznalhat6 az ingadozasi frekvencia becslésére). Mint latjuk, a lengések
stabilizdljak a nyugvo inga kozombds egyensulyi helyzetét.
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2. abra. Egzakt megoldas és adiabatikus kozelités (1.széria)

A kétatomos molekulaval az analogia nyilvanvalé: az ingadozas a molekuléak relativ mozgasanak, a lengés az
elektronok "belsg" mozgasanak felel meg.

Az I és az I5 csak akkor invarians, ha wy és wo valtozasa kell6en lasst. Amikor a korfrekvenciat (direkcios
konstansot) "kiviilrsl" valtoztatjuk megadott modon, a lasstisag konnyen biztosithato. Feladatunkban azonban
a rendszer maga hatarozza meg az w; és az wy valtozési sebességét, és ez a sebesség csak bizonyos paraméterek
mellett (és bizonyos kezddfeltétel-tartomanyban) lesz lassi. A megfelel§ kritérium nyilvan

w1, wy > Q.



Nagysagrendileg w1, we &~ wyp, az ) pedig (5) alapjan becsiilhet, ezért az adiabatikus kozelités (a lengési energia
konvertalasa potencialla) akkor érvényes, ha

3(I; + I)
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Az L lomhasdg tehat az adiabatikussag érvényességét jelzé paraméter. Minél nagyobb az L, annal lassubb a
¢ valtozasa, annél pontosabban helyettesithets a lengések energidja az ingadozéas U(€) potencialis energiajaval.
A numerikus szamitas azt mutatja, hogy a kozelités mar L = 100 mellett igen jo (2.4bra).

3.Az effektiv potencial nemlinearis lengésnél.

A kettds inga (4) effektiv potencialjat az egyedi ingara vonatkozo Gsszefiiggés

w()I
VIEE

jobboldala hatarozza meg, de ez a képlet csak linearis lengésekre érvényes. Ebben a részben ennek a képletnek
az altalanositasaval foglalkozunk nemlinearis (nagy amplitidoji) lengésekre és forgasra (atfordulasokra)?.
Az adiabatikus invarians

E=wl=

(6)

1
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képletébdl indulunk ki, amely az altalanos esetben is érvényes. Az ingara specializalva ez a képlet a kdvetkezs:

1 am
Iz—y{pada:konst-ﬂ/i da 1—2M-Sin2g,
2m s E 2

E
2 - arcsin 4 | E < 2mgr (lengeés)
Oy = 2mgr

™ E > 2mgr (forgas)

amelyben

és a hatéarozottsag kedvéeért r = 1ro(1 + &). Ahhoz, hogy az effektiv potenciélt leolvashassuk, ezt az
egyenletet kell megoldanunk E-re, ami nem egészen egyszerd feladat.
Vezessiik be az
E 14+¢

T =2
mgro €

€ =

dimenzidtlan paramétereket, és az I helyett dolgozzunk A-val, amely az el6bbi konstansszorosa. Képletiink a
kovetkez§ alakot olti:

A = &2 nx) (7)
O‘m(z) a
h(z) = x/ ()da-wl—x-sinzg. (8)

Az egyedi ingara vonatkozo effektiv potencial e = f(£, A) képletét parametrikus forméaban tudjuk felirni
(paraméter x):
A 723
€ = |——
kal

z = [A]F
2 T T2 | h(w) '

¢ 2 | h(z

2Fonalinganal a kis sebességii forgas természetesen nem realizalhato.



Ha ezt a fliggvényt ismerjiik, a kettds inga adiabatikus potencidljat az

képlet alapjan kaphatjuk meg.
Az A és az I kapcsolatanak megallapitdsara szamitsuk ki f-t kis amplitudoja lengésre. Ekkor sin% ~ %7
és amy &~ 2/y/x. Ha a helyett bevezetjiik a § = a/«,, integracios valtozot, akkor

h(x)z@/_lldﬁ-m:w\/g:wﬁ.

Ezt (7)-be irva és rendezve az

A
= oyrre A

YOT 1 azonositas mellett megegyezik (6)-al.

képletre jutunk, amely A =

mgro
Altaldnos esetben azonban az effektiv potenciil csak numerikusan vizsgalhatd, ha elGzetesen felderitjiik a
h(z) fiiggvény kiilonleges pontjait. A diszkusszi6 eredménye a kovetkezs:

x — 0-nal h(z) ~ 7.

x — o0o-nél h(x) ~ m/z.

h(1) =4 (1) = —oc.
hMZmaz = 0.95) ~ 4.03 (maximum)
h(Zmin =~ 1.05) ~ 3.95 (minimum)

A h(z) szabadkézi rajzat a 3.4bran lathatjuk.

1 x
3. abra. A h(x) gorbe.

A:utérﬁnk az f(&, A) vizsgalatara. Mindenekel6tt észrevessziik, hogy ez a kétvaltozos fliggvény visszavezethetd
egy f(&) egyvaltozos fiiggvényre a kovetkezs modon: Legyen (9)-ben

= A2/3¢ _
S (1)
Ezt kapjuk:
~ x
$ T h@ps
B 1
T h@PA

amely az € = f(€) fiiggvény parametrikus alakja.



A (10) inverze

1

£ = m(f"‘l)
€
€ = m

Ha ezt az € = f(&)-be irjuk, az B
e= A3 fIATPBE+ 1)) = £(6.4)

egyenletre jutunk, amely f(£, A)-t visszavezeti f(&)-re.

Az f(€) fuggvény diszkusszidja a kovetkezs eredményt adja:

¢ — 0-nal f( _) ~ (2735—)2
€ — oo-nél f(€) ~ L .
w26
T = Tmae-nal f(€ ~ 0.19) ~ 0.395 (anticusp, b’/ = Foo).
T = Tyin-nél f(€~021)~0.4 (cusp, h' = +00).

Az x = 1-nek megfelels € =~ 0.2-ben f(£) regularis.

Az f(€) szabadkézi rajzat a 4.4bran a folytonos vonal mutatja. Szaggatott vonallal a linearis kozelitéshez
tartozo fiiggvényt abrazoltuk. Ehhez tart f(£) &€ — co-nél.

A numerikus kiértékelés mutatja, hogy a nemlinearitas kvalitative nem valtoztatja meg a (6) effektiv potencial
menetét. Csak a &€ = 0.2 pont kozvetlen kdrnyezete az, ahol a pontos potencidlnak szingularitasai vannak. Ez
azonban a lengés és a forgas kozotti atmenet tartoméanya, amelyben adiabatikus kozelitésrél semmiképpen sem
lehet sz6 (a periddusidé itt nagyon nagy, az atmeneti pontban végtelen). Az adiabatikussdg szempontjabol
szambajohets kezdsfeltételeknél azonban a mozgas kvalitativ képét feltehetGen nem rontjuk el, ha a pontos
effektiv potencialt a linearis lengések potencialjaval kozelitjiik. A (lengések szempontjabol) lineéaris kozelitésben
végrett szamitasokat ezért akkor is elfogadhatjuk, ha az o valtozési tartoménya a (~ —1,~ 1) intervallum?®.
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\ cusp anticusp

0.397

4. abra. Az f(£) gorbe.

4.Az adiabatikus kozelités megalapozasa.

Az egyedi inga adiabatikus invaridnsanak vizsgalatanal lényeges, hogy a kontrollparaméter (esetiinkben az w-
t meghatéarozo6 fonalhossz) valtozasa lasst és sima: még kis amplituddval sincs benne gyors, ~ wg korfrekvenciaju
oszcillacio. Ezen feltétel mellett igazolhaté (1d. az 1.Fiiggeléket), hogy az w nagysagrendjét jellemzs e-ban
linearis pontossaggal az atlagenergia is sima fiiggvény és arényos w-val.

3 Az ingadozdsokndl azonban nem korlatozodunk a linearis kizelitésre.



A kettds inga két ingdjara ezeknek a feltételeknek a teljesiilése egyéltalan nem nyilvanvald. Tekintsiik pl.
&-t az l.inga kontrollparaméterének. Még ha £ valtozésa lasst is (e rendd), az mar egyéltalan nem véarhato el,
hogy siman valtozzon, és € rendben ne tartalmazzon wsy koriili koérfrekvenciaval rezgé komponenst.

Ha egy (nem szigortian nyugvo) inga paraméterét a lengési frekvencidval modulaljuk, parametrikus rezonan-
cia lép fel: kis amplitudoju perturbacio is jelentGs gerjesztésre képes. A paraméter adiabatikus valtozasaval
szemben parametrikus rezonancidndl a lengési energia gy né, hogy kdzben a korfrekvencia véltozatlan marad,
vagyis a hatas az adiabatikus invaridns ndvekedésében jelentkezik. Mivel a kettds inga energiakészlete véges,
a parametrikus rezonancia kifejezést csak képletesen hasznalhatjuk, hiszen kézben a 2.inganél ellenkezé iranyt
folyamat (energiacsokkenés) megy végbe, és csak akkor lehet eldonteni, melyik inga gerjeszti a masikat, amikor
energiakiilonbségiik jelentGs.

Az ingék energiacseréjét tehat két tényezd szabilyozza: a centrifugélis erék kiilonbsége, valamint a para-
metrikus rezonancidnak nevezhets kolesonhatas. Az effektiv hatas bevezetésénél hallgatolagosan feltételeztiik,
hogy csak az elsG szamit. A jelen fejezet ennek a feltevésnek az indoklasat tartalmazza. A megalapozis abbol
all, hogy megmutatjuk: az effektiv potencial modszere egy szisztematikus kozelits eljaras (az un. aszimptotikus
perturbdcidszimitas) elsé kozelitése, ezért kivansagra javithato és a pontossaga becsiilhetd.

Az aszimptotikus perturbacidszamitas lényege a kovetkezs: Tegyiik fel, hogy a probléma dinamikai valtozoi
lasst és gyors valtozokra oszthatok, amelyeket az x és az y sokkomponensii mennyiségekbe témoritiink. A
felosztéas azon alapul, hogy a feladat tartalmaz egy € kis paramétert, amelynek nulldhoz tartasakor & is zérushoz
tart, vagyis a mozgasegyenletek a kdvetkez6 standard alakra hozhatok:

z = e -X(z,y,¢€)
y o= w(x)+e-Y(x,y,e),} (11)

ahol az X és az Y az y-ban 27-periddustiak és € = 0-nal O(1)-k. Szisztematikus eljaras adhaté 0j z, y lassu és
gyors valtozok bevezetésére gy, hogy T egyre pontosabban kozelitse az x-nek a gyors valtozok periddusidejére
atlagolt értékét és a r& vonatkozd mozgasegyenlet ne tartalmazzon gyors valtozot:

T=eA1(T) + EAT) + -+ AL (7). (12)

Ennek az egyenletrendszernek a megoldésa a t ~ 1/e tartoményban € pontossdggal kozeliti meg az x pontos
atlagos valtozasat.
Specialisan az els6 kozelitést az egyenletek atlagolasaval kapjuk, vagyis

- 1 2m 2T -
Al(fﬂ)zw/o A X(z,y,0)dys -~ - dyy,

(a k a gyors valtozok szama).
Megmutatjuk, hogy a kettds inga mozgasegyenletei (11) alakra hozhatok, és a (12) els6 kozelitése az effektiv
potencial médszerrel azonos.

Az

m . m . . 1
£= 0304 6% + TR0 - €263+ L-mr3é — Tmgro [(1 +€)od + (1 - ©)a3]

Lagrange-fliggvénybdl indulunk ki, és attériink a

, 5 1]2
pl 1 9 p2 1 2 §
L 2 ¢ 2m78(1 + 5)2 ngTO( + 5)0‘1 + 2nu 3(1 5)2 2m 0( 5) 2 4Lm7“8

Hamilton-fiiggvényre, amelyben

oL
P = Do =mrj(1+ &%
oL )
po= 2L epa,
oL .
= = =2Lmr¢.
Pe ¢ 0



A p1,a1 és a py,as parok mindegyike gyors, de gyors valtozasukat valojaban egy-egy gyors szigudltoza,
a fazispontok wi, we polarkoordinatdja hatarozza meg. A szigvaltozokhoz konjugilt impulzusok az I, I
hatdsvdltozok, amelyek az izolalt ingdk mozgasallandoéi, és azonosak korabbi adiabatikus invariansainkkal. A
kettGs inganal ezek nyilvanvaléan lasst valtozok, ezért a standard alakra hozést célszerd a p;,a; — I;,w;
véltozocserével kezdeni. Egyedi ingdkra ennek a kanonikus transzformacionak a generatorfiiggvénye jol ismert:

® = So(a, I) = /p(a,[)da
az u.n. roviditett hatds. A gener torfiiggény a régi koordinataknak (q) és az 4j impulzusoknak (P) a fiiggvénye,

és a kanonikus transzformacié implicit képletei a

0P 0P
pi = 9 Qi= P,

(13)

szabaly alapjan kaphatok meg beléle.

A kettds inganal gondoskodnunk kell a £, pe valtozéparrol is. Logikus megkovetelni, hogy & maradjon kanon-
ikus koordinata, de az attekinthetGség érdekében célszerii az 10 valtozok kozott 4 betiivel z-el jelolni.
A (13) egyenletek kozott szerepelnie kell tehat az © = £ egyenletnek, ami megkoveteli, hogy a ®-ben az z-hez
konjugélt impulzus csak egy &p tagban forduljon elg. A & azonban automatikusan jelen lesz a p;, o; valtozok

Mindent 6szevéve a generatorfiiggvény a
® = So(a, [15€) + So(az, Io; =) +& - p

kifejezés lesz, amelyben -
So(a, I;€) = So (o, I;ro(1 +£)).

A Sy argumentumai kozott, a pontosvesszé utan feltiintettiik az inga hosszat is. Az egyedi inganal ennek nincs
szerepe, de most a ® ezen a véltozoén keresztiil is fiigg £-t6l.
A H els6 két tagjat  az Ei-ket,  konnyi kifejezni az 0j valtozokon keresztiil, mert ez ugyanigy torténik,

mint az egyedi inganal. Eszerint
woly B — woly

Vita T Vi-z
A K atirasa okoz egyediil gondot. Ehhez a pe 0j valtozokban felirt alakjara van sziikség. A (13)-bol erre a
valtozora a

9So(a1, 115€) n 98p(az, Iz; =€)
23 29
kifejezésiink van, amely azonban — még ha ki is szamoljuk, — tartalmazza az «; régi kordinatakat, amelyeket
még ki kell fejezni az 4 valtozokon keresztiil. A Landau-Lifsic Mechanika 50.§ feladatdban azonban egy sokkal

egyszertibb indirekt médszert alkalmaz. Célszeri ezt az utat kdvetni.
Induljunk ki az egyedi matematikai ingara érvényes

I
a=\—75=s -sinw Pa = \/mg"/?r32I - cosw (15)
\| mg'/2r

képletekbdl, amelyekben w = wt. Ezek alapjan

So(a, I;7) :/padoz: \/mgl/2T3/21-/cosw~ (8_@) -dw:I/cos2w~dw.
Ir

ow

E =

ngP"r

(14)

A (14) jobboldalanak kiértékeléséhez a

dSo(a, I;r) 9 ow
7 =1 cos”w ar ) (16)



parcialis derivaltakra van sziikség, amelynek utols6 tényezdjét (15) els6 egyenletének r-szerinti derivalasaval

kaphatjuk meg;:
I 3 sinw cosw [Ow
O=4/— |-~ —++—— | =— ,
mg | 4 T4 34\ or ),

8_w *itanw
or ol 4r

0So(a, I;r) 31

ahonnan

Ezt (16)-ba irva latjuk, hogy

o = e sin 2w,
ahonnan
65'0(041,]1;5) " [85’0(%,]1;7“)] 3]1 sinwl
e O =ttt A _ 20
o0& or rero(14+€) 8 1+¢
OSo(ag, I; =&) . 050 (az, I; ) _ 3L sinw
o€ - ar e I

Mivel £ = z, a (14) alapjan azt talaljuk, hogy

+ I -sin2wy; I - sin2ws
=P 8 1+ 11—z '

Az j valtozokon keresztiil kifejezett Hamilton-fiiggvény tehét a kovetkezd:

o woh  wob 1 [p+§ (11 sin2wy I -smzwgﬂ2
Vitz J1i-z 4L-mr§ 8 1+z 1—x
A mozgasegyenletek:

. 1 3 (11 -sin2w; I -sin2wsy

v 2Lmr§.{p+§( l+z 1—x )]

. 1 wolq wols I -sin2w; I - sin 2ws I -sin2wy I - sin 2ws
po= 5{1+$3/2_1_x3/2}+16Lmr0[ ( 1+  1—=x ﬂ{ (14 x)? * (1—x)?
A 3 [p §(Il-sin2w1 I - s1n2w2>} Iy - cos 2w

8Lmr(2) 8 1+ 11—z 1+
i - 3 [ §(I1-sin2w1 _Ig-sm2w2)] I - cos2ws
8Lmr§ 8 14+ 1—x 11—z

. wo 3 3 (11 -sin2w; I -sin2ws sin 2wy
= \/1-|——x+16Lm7"3 {p+§( 1+  1—=x ﬂ 1+

. wo 3 3 (I -sin2wy I - sin2ws sin 2wsq
2= m_lﬁLmrg [p-l-g( l+z  1-uz )} 1—=z

Ezeknek az egyenleteknek elényds tulajdonsaga, hogy Hamilton-fiiggvénybdl szarmaztathatok és (a p kivételével)
az adiabatikus kozelités valtozobira vonatkoznak, amelyek természetes modon oszthatok fel lasstakra és gyor-
sakra. Hatranyuk viszont, hogy a jobboldalak bonyolultak (a pe-t kifejezd hossza zaréjel mindeniitt ismétldik),
és ez tetemesen lassitja a numerikus integréalast. Ezenkiviil az egyenletek strukturdja nem a (11)-nek megfelel
standard alak. A fizikai kép alapjian ugyanis csek a szogvaltozok gyorsak, ezért az Gsszes tObbi egyenlet job-
boldalanak arédnyosnak kell lennie a kis paraméterrel (pl. 1/L-el), és ez nincs igy.

Ezeket a hatranyokat alkalmas valtozd transzforméacioval kell kikiiszobolni. A p helyett nyilvan célszert
visszahozni pe-t, és a transzformaciot fel kell hasznalni dimenziélanitasra, valamint a standard x,y jeldlések
bevezetésére a lassu és a gyors valtozokra. A fliggetlen valtozot is dimenzidtlanitjuk: s = wt lesz a dimenzi6tlan
”id(’iﬂ.



Némi probalgatéas utdn a kdvetkezd transzformacionél allapodhatunk meg:

!

I, = 2mr§wom (17)
I, = 2mr(2)w0(1_$ﬁ (18)
xT = 3
1
wr = 5?/1
1
w2 = 5?/2
(19)

Az x4 valtozét ugy valasztjuk meg, hogy a derivéltja a kis paraméterrel legyen aranyos, és egyébként lényegében
egyezzen meg pe-vel:

Ty

1 3 Il - sin 2’[1)1 IQ - sin 2102
1+ 1—x ’

= — + —
2mr(2)w0\/f P 8

ahonnan

3 | 21 -sin To - Sin
— 02 D Y1 T2 Y2
p—mTOWO{Q\/E T4 4[(1—|—I)5/2 (1_33)5/2]}.

Ez a transzformécié nem kanonikus (az 4j valtozok nem oszthaték fel konjugalt parokra), ezért ha H-ba

helyettesitjiik 6ket, megkapjuk az energiat, de ez nem lesz egyben Hamilton-fiiggvény is. Az Gj egyenleteket
ezért kozvetleniil a régi egyenletek atirasa utjan lehet csak meghatarozni. Ezt kapjuk:

@ = —3 T 1-— lcos
ds — 2J/L1+us g oS
dl‘g 3 ToX4 1
L 14 =
ds VL1 3 ( +2C°Sy2>
dCCg 1
i
ds N
(20)
dry 1 { 1 B T 3 |:$1 cosyir .’L’2C08y2:|}
ds oL | (I1+a3)3 (1T—a3)3 2 |(1+z3)3 (1—x3)3
dy, 2 n 3 x4siny;
ds  VI+z3 4VL 1+z3
@ B 2 B 3 x4siny;
ds  JI—z3 4VL 1—x3

Ezek az egyenletek standard alaktak és meghatarozzak a kis paraméter korrekt alakjat: € = 1/v/L (nem 1/L).
Az egyenletek jobboldala jelentGsen egyszertisodott, ez b6 nagysagrenddel gyorsitja a numerikus integrélast és
tetemesen csokkenti a hib4jat?.

Az aszimptotikus perturbacié szamitas els§ (¢! rendii) kozelitését az egyenletek y;-re térténd atlagolasaval
kapjuk:
dz 3 iz
@ _ 2 i (21)
ds 2L 1+ T3

4 A numerikus integralas pontossaga az

2x1 219
E = mr2w2 [ 2}
mrowg (1 +23)2 + (1—x3)2 + 7y

energiaintegral monitorozasa, valamint olyan idealis kezddfeltételekhez tartozé megoldasok alapjan becsiilhets, amelyek pontosan
ismertek. A standard egyenletekkel végzett szamitasok eszerint legalabb a harmadik jegyig bezarolag pontosak.

10



dZo 3  ToTy

E B 2\/E 1-— T3
dZs 1
- = 23
ds \/fx4 (23)
5o s -] (24
ds ovL |(14+23)3 (1 —ux3)3
(25)
Ez az egyenletrendszer integralhato. A (23)-t derivalva
d*z; _ Ldzy 1 L1 _ T2 (26)
ds? L ds 2L |[(1+x3)3 (1 —a3)3]"

Masrészt a (21), (22) a (23) segitségével igy irhato:

an _ 3 _m dn
ds 2143 ds
dry _ 3 m dn
ds 21—23 ds’
ahonnan
T = C-(1+ 9?3)3/2
Ty = Co(1-a3)%2

ahol C; az T; értéke T3 = 0-nal, azaz (17), (18) szerint

I;
2mrdwo

Ci

Ezt a megoldast (26)-ba helyettesithetjiik:

d2,f3 . 1 & Cy . d 1 & " Cy
ds?2 2L |(1+x3)3/2  (1—a3)3/2] dis |[L\VI+z3 V1—-23/)]’

vagy a t-valtozoéra visszatérve

d’Zs3 . d w% Ch i Cs
a2~ dzz | L \VT+a2s I—-1%3/]
Vegyiik most figyelembe, hogy (e-ban linearis pontossaggal) T3 = &, és (3) szerint a &-mozgashoz tartozo
tomeg 2Lmr3. Ha az egyenletet ezzel megszorozva az erdre tériink 4t, akkor a jobboldalon a

C C.
2mr§w§ ( ! 2

I I
mWﬁ) “"0<m+m>

potencial negativ derivaltja fog allni, és ez a potencial azonos (4)-el.

Ezzel igazoltuk, hogy az adiabatikus invariancian alapul6 targyalas egy szisztematikus kozelit6 eljaras els6
lépése. A ~ wq korfrekvenciaju, gyorsan valtozo siny;-vel, cosy;-vel ardnyos tagok ehhez a kozelitéshez még
nem adnak jarulékot. Ebben az els§ kozelitésben tehat a fejezet bevezetGjében diszkutalt parametrikus rezo-
nanciaszeri folyamatok még nem jutnak széhoz.

5.A mozgas kvalitativ képe.

Az aszimptotikus perturbaciészamitas garantalja, hogy az els6 rend ! rendt kozelités az s ~ 1/e idére. Ha e
csOkken, ez az id6 tetszélegesen névelhetd, de nagysagrendileg semmiképpen sem haladhatja meg az ingadozéasok

11
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5. dbra. Egzakt megoldas és adiabatikus kozelités (2.széria)

periodusidejét: a (30) szerint ugyanis Q ~ wo/v/L = ewy, vagyis az s fiiggvényében az ingadozas korfrekvenciaja
éppen ¢, periddusideje pedig ~ 1/e.

A mozgasegyenletek numerikus integralasa azonban arra mutat, hogy  a kezddfeltételektdl fiiggSen, — az
adiabatikus kozelités esetenként 1/e-nal sokkal hosszabb (esetleg végtelen hosszt) ideig érvényes. Ez a helyzet
a 2.4bra megoldasdban, ahol az ¢ = 0.1-nek megfeleléen az adiabatikus megoldas periddusidejében 10%-nyi
hiba megengedett lenne, de ennek nyomat se latjuk. Masrészt, az 5.4bran az adiabatikus kozelités valéban csak
s ~ 1/e ideig érvényes.

Az 1/e-nal hosszabb ideji érvényesség természetesen nem mond ellent annak, hogy az aszimptotikus pertur-
bacioszamités csak ennyi idére képes garantalni a megoldas érvényességét, hiszen a tételnek a legkedveztlenebb
eseteket is fel kell 6lelnie. De felmeriil a kérdés, vajon mi lehet a magyarazata annak, hogy bizonyos esetekben
mar az els6 rend is (az adiabatikus kozelités) fantasztikusan jo eredményt ad.
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6. abra. Egzakt megoldas és adiabatikus kozelités (4.széria)
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7. 4bra. Egzakt megoldas és adiabatikus kozelités (5.széria)

Els6 latasra azt gondolna az ember, hogy a 2. és az 5.abra gorbéinek kiilonboz6sége az ingadozasok am-
plitudojaval (mértékével) fligg Gssze: a £ a 2.4bran 0.8, az 5.4bran minddssze 0.05 szélességi intervallumban
véltozik. A 6. és a 7.abra tantisdga szerint azonban ez nem elégséges magyarazat. Ez utébbi dbrakon € ugyancsak
sztik (0.04, ill. 0.03 szélességii) intervallumban valtozik, az adiabatikus kozelités josaga szempontjabol mégis a
2.4brahoz hasonlitanak. Az 5.4bratol viszont 1ényegesen kiilonboznek abban, hogy milyen £* érték koriil torténik
az ingadozas: az 5.abran £* ~ 0, mig a 6. és a 7.abran £* = 0.3 ill. 0.6.
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Kisamplitudoja ingadozasoknal az w/we aranyt a &* értéke praktikusan meghatérozza. & = 0-nal ez az
arany 1. Ez a koriilmény arra utal, hogy az ingék lengésében felléps rezonancia okozhatja az 5.4bra anomélis
viselkedését. Ez az észrevétel a kovetkezd képet sugallja. Az ingadozéasért a centrifugalis erd dtlaga felelGs.
Ennek az erének a fluktuélé része altaldban kinulldzédik a fazisok szabalytalansigai miatt. Kivétel az wy ~ wo
rezonans tartomany, amelyben  a fluktualé eré szempontjabol, az ingak kozel azonos frekvenciaji csatolt
oszcillatoroknak tekinthetdk, és lebegésszert szabalyos energiacsere alakul ki kozottiik®. A mozgas képét az
ingadozas és a lebegés egyiittesen formélja.
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8. dbra. Az I és az I eltérése a kezdeti értéktsl (2.széria)
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9. abra. Az I; eltérése a kezdeti értéktdl (4.széria)

Ahhoz, hogy ezt a felfogast alatdmaszthassuk, az energidban valahogy szét kell valasztanunk az ingadozassal
és a lebegéssel Gsszefiiggs részt. A 4.fejezet elején mar szo volt rola, hogy azt az energiacserét, amely nem az
ingadozassal kapcsolatos, az adiabatikus invaridnsok valtozésa kiséri. A 8.abra mutatja, hogy £* ~ 0-nél az
adiabatikus invariansok valoban szabalyosan "lebegnek", mig a 9.4bra szerint ez a tipusu energiacsere gyors
oszcillaciokat mutat (az abrakon az

Il 2I1 12 2{E2

mriwy (1 +x3)3/2 mriwg (1 —a3)3/2
dimenzi6tlan invaridnsokat tiintettiik fel 100-szoros nagyitasban).

Erdekes, hogy a ¢ ~ 0-rezonancianak is van analogonja a Born-Oppenheimer modellben: amikor a molekulat
alkoté két atom azonos, az elektronallapotok kozel elfajult dublettek, és nem lehet feltenni, hogy az elek-
tronéllapot hatarozottan a dublett valamelyik allapota: a relativ mozgas dtmenetet indukal a dubletten beliil
("lebegés").

1.Fiiggelék. Az atlagolas pontositasa.

A (2)-beli E atlag természetének pontosabb megértése érdekében vélasszunk le gondolatban w-rél egy e
kis paramétert, vagyis w valtozasi sebessége legyen e-rendd. Az E vezet6 rendje szintén ¢, de természetesen
tartalmazni fog €2, €3, - - - jarulékokat is.

Korlatozodjunk az €' jarulékra. Ennek szamitasanal az (1)-ben csak az e rendii tagokat kell megtartani,
tehat a jobboldalon E-t, valamint az (wt + §) fazisban szerepld mennyiségeket nulladrendiinek (konstansnak)
kell tekinteni.

5 A magasabbrendi rezonanciak, mivel nem vezetnek alacsony frekvenciajt lebegésre, Gigy latszik nem jatszanak lényeges szerepet.
A £* = 0.6-n4l wa /w1 = 2, az ingadozas mégsem anomalis.
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Integraljuk (1) mindkét oldalat a (¢,t + 7) intervallumra, ahol 0 < 7 < T (T = T(t)):

E(t+71)—E(t)

sinwTt

- Eﬂ 4 Eﬂ . -sinfw (2t + 1) + 20]. (27)
T w w
A baloldal
B 1 t+71
E(t) =~ Et')dt (28)
T Jt

t-szerinti derivéltja, a jobboldalon pedig (a nulladrendti) E-t helyettesithetjiik E-vel:

E’ w w sinwTt
T - s 2t + 1) + 26]. 2
F w w wT sinfuw( 7) J (29)

A jobboldal a t ismert fiiggvénye, ezért E(t) integralassal elvben meghatarozhat6. Mint lathato, hidba sima
fiiggvény az w/w ardny, a jobboldal méasodik tagjan keresztiil E(t) 2w frekvencidju "liiktetést" is tartalmaz.
Abban az specialis esetben azonban, amikor 7 = T, sinwr = 0 és E — a vizsgalt ¢! rendben, — ugyanolyan
sima fiiggvénye lesz t-nek, mint w. Ebben az esetben érvényes az E/E = &/w egyenlség, amely az E/w
invarianciajat (allandosagat) fejezi ki.

Milyen értelemben allandé az adiabatikus invarians?

Belathato, hogy a nemlinedris oszcillator I ~ § p dg adiabatikus invariansa (amelynek F/w specidlis esete)
tetszdleges rendben invarians. Ez azt jelenti, hogy a kontrollparaméter rogzitett mértékd megvaltozasa mellett
minden n egészhez talalhato olyan M, és e, pozitiv konstans, hogy € < e,-nél |AI| < €"M,,.

Ebbd6l nem kovetkezik, hogy véges kis e-nal Al nulla. Ehhez az kellene, hogy mind €, mind M,, n-tdl
fiiggetlen legyen. Amikor azonban n-tdl fiiggetlen €,-t vilasztunk, akkor n névekedésével M,, igy nd, hogy Al
nem vélik zérussa. Ha pedig M, -t valasztjuk n-t6l fliiggetlennek, akkor n-el egyiitt €, cstkkenése akadélyozza
meg AT eltiinését: Minden adott e-ra lesz olyan 71, hogy € > €,,, ha n > n. Adott n-nél azonban (és ez az n lehet
tetsz6leges) Al annéal kisebb, minél kisebb az €, azaz minél lassabban kovetkezik be a kontrollparaméter adott
megvaltozasa.

2.Fiiggelék. Az inga paramétereinek megvalasztasa.

A (20) mozgasegyenletek az inga paramétereitdl csak az L lomhasagon keresztiil fliggnek, ez a tény mutatja
a kettds inga magasfoki skilaszimmetridjat. A surlodas azonban ezt elrontja, ezért nem mindegy, hogy adott
L-nél milyen fonalhosszat és tomeget valasztunk.

A paramétervalasztas alapkovetelménye az, hogy az ingadozas  korfrekvencidja legyen sokkal kisebb a
lengések ~ wq korfrekvenciajanal, és a strlodas hatasa néhany ingadozési periddus alatt legyen elhanyagolhato.

A kiindul6 képlet az (5), amely & = x3 < 1-nél érvényes:

Q\° 1 2h+L) 1 3
(w—o) _E'WNZ'Z@HIQ)' (30)

Az xq, xo értékét az korlatozza, hogy aq, as nem lehet til nagy. A (15) szerint ugyanis

I; I; .
| < 5 = — ~ V21 (1=1,2).
mgl/QTg/ mrgwo

Mint a 3.fejezetben jeleztiik, egyenleteink ugyan csak linearis lengésre érvényesek, kvalitative |a;| ~ 1-ig jok.
Ezért nagysagrendileg 1 ~ x5 &~ 1 s qupgr ~ 1.

Az Q/wy aranyt tehat lényegében L hatarozza meg, amelyet — mivel € = 1/\/Z7 — a lehet§ legnagyobbnak
kell venni. € = 0.01 lenne a kivanatos érték, de az ehhez sziikséges L = 10* valoszintileg nem valosithaté meg,
ezért elégedjiink meg € = 0.1-el és L = 100-al®. Legyen mondjuk 79 = 0.25 m. Akkor wy = 6.26 s~', amelyhez
70 = 1 s periédusidé tartozik. L = 100 mellett ekkor 2 ~ 0.1wgy, T ~ 10 s.

6 A mellékelt ingadozéas-goérbék ehhez az L-hez tartoznak.

14



Az m témeget nem valaszthatjuk tal nagyra, mert akkor az (M + ©/2R) megvalosithatatlanul nagy lesz.

R
Mésrészt a csigéra hato forgatonyomaték — |U’(€)| aranyos mg-vel. A strlédasnak ehhez képest kell kicsinek
ro

lennie, ezért m-t til kicsinek se lehet vélasztani.

3.Fiiggelék. A numerikus szamitasnal hasznalt kezdeti értékek.

Series 27 T9 T3

Ty hn Y2
1 0.5 0.1 0. 0. 0 0.
2 0.31 0.29 0. 0. 0 0.
4 0.642831 0.107617 0.278677 0. 0 0.
5 1.20787 0.0205086  0.581973 0. 0 0.

Mindegyik széridban € = 0.1.
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