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Az els® öt fejezetben azokat az alapjelenségeket foglaljuk össze, amelyek ellent-mondtak a klasszikus me
hanikának és elektrodinamikának, ezért a megmagyarázásukúj elméleti kereteket igényelt.3.1. A h®mérsékleti spektrumA testek a rájuk es® sugárzást (részben) elnyelik, és a h®mérsékletükt®l függ® mó-don elektromágneses sugárzást bo
sátanak ki. Ha üres zárt edényt T h®mérsékletentartunk, az edény belsejében egy id® elteltével a két folyamat egyensúlyba kerül, ésaz edényben sta
ionér elektromágneses sugárzási mez® alakul ki: ez a h®mérsékletisugárzás.A h®mérsékleti sugárzás a gázok adott h®mérséklet¶ egyensúlyi állapotával ana-lóg, ez utóbbiban a molekulák me
hanikai energiája, az el®bbiben az elektromágnesesmez® térenergiája a termodinamikai energia. A molekulák sebesség szerinti eloszlásá-nak a h®mérsékleti sugárzás esetében a térenergia-s¶r¶ség frekven
iák szerinti wωdωeloszlása felel meg. Ez a frekven
iaeloszlás a h®mérsékleti spektrum. A molekulák se-bességeloszlásához hasonlóan a h®mérsékleti spektrum sem függhet az edény falánakanyagi min®ségét®l (Kir
hho�-tétel, a statisztikus �zikában fogjuk bizonyítani). Aspektrumnak ez az univerzalitása azt sugallta, hogy az elektrodinamika törvényeinekaz ismerete elegend® kell, hogy legyen a wω függvény meghatározásához, de az ilyenirányú próbálkozások sorra kudar
ot vallottak.A h®mérsékleti spektrum kísérleti vizsgálatát úgy végzik, hogy az edényen aprólyukat fúrnak, az ezen kiáramló sugárzást prizma segítségével a frekven
iák szerintszéthúzzák, és az egyes frekven
iákhoz tartozó energiát a sugárzás h®hatása alapjánmegmérik. Mivel a lyuk abszolút fekete (minden ráes® sugárzást elnyel), a lyukon ke-resztül kiáramló sugárzást fekete sugárzásnak nevezik. A h®mérsékleti spektrum teháta fekete sugárzásnak, vagy � másképpen � az abszolút fekete test sugárzásának afrekven
iák szerinti eloszlása.A spektrum tapasztalati alakja az ábrán látható:
ω

ω1. ábra.A spektrum korrekt matematikai alakját Plan
k el®ször próbálgatás útján találtameg 1900-ban, de néhány héttel kés®bb sikerült elméleti úton is levezetnie. Einsteinazonban néhány évvel kés®bb rámutatott, hogy Plan
k elméleti levezetése nem voltteljesen korrekt. 3



Mivel a spektrum a falak anyagi min®ségét®l független, Plan
k feltette, hogy afal harmonikus rezgésre képes elektromos dipólokból áll, amelyek között mindenfajtakörfrekven
iájú osz
illátor el®fordul. Az egyensúly feltétele az, hogy a dipólok min-den ω-n átlagban ugyanannyi energiát abszorbeáljanak, mint amennyit kibo
sátanak,miközben a T h®mérsékletnek megfelel® energiaeloszlással rendelkeznek.A számítások szempontjából kényelmes volt feltenni, hogy az osz
illátorok rezgé-si energiája nem folytonos, hanem 
sak véges lépésekben változhat. Konkréten, az
ω frekven
iájú osz
illátorokról feltette, hogy energiájukat 
sak konst · ω adagokbanváltoztathatják. Plan
k úgy képzelte, hogy a végképletben ezzel a konstanssal majdnullához tart, és ezzel a lépéssel biztosítja, hogy az osz
illátorok energiája a való-ságban folytonosan változhasson. Észrevette azonban, hogy a kísérleti eloszlást akkorkapja meg, ha nulla helyett egy bizonyos véges értéket választ. Ez a konstans a Plan
kállandó, amit ma h̄-al jelölünk, értéke

h̄ ≡ h

2π
= 1.0545887 ∗ 10−34J · s = 6.582173 ∗ 10−22Mev · s.Plan
k mindebb®l arra következtetett, hogy � szöges ellentétben minden addigiismerettel, � a harmonikus osz
illátor energiája kvantált:

En = h̄ω · n n = 0, 1, 2, ... (1)A h®mérsékleti sugárzás Plan
k-által felfedezett formulája a Plan
k-spektrum:
wω =

h̄

π2c3
ω3

eh̄ω/kT − 1
(2)ahol k a Boltzmann-állandó. Ha ebben a képletben Plan
k eredeti elgondolása szerinta h̄ konstanssal nullához tartunk, akkor a wω =

kT

π2c3
ω2 eredményt kapjuk (Rayleigh-Jeans formula). Ez a képlet azonban tapasztalati és elméleti szempontból egyarántelfogadhatatlan, mert ω −→ ∞-nél végtelenhez tart és 
sak ala
sony frekven
iákonegyezik a tapasztalattal.3.2. A fotoeffektusA jelenség: a fémfelületre es® fény (ultraibolya sugárzás) elektronokat vált ki (fotoe-lektronok).Az elektronokat a fényhullám ~E-je gyorsítja fel annyira, hogy képesek a fémb®lkilépni. Ezért azt várjuk, hogy amikor a fénynyaláb energiaárams¶r¶ségét (intenzitá-sát) növeljük � azaz növeljük az elektromos mez® átlagértékét a fényhullámban �, akilép® elektronok energiája növekedjen. A tapasztalat szerint azonban a fényintenzi-tás növekedésekor nem a fotoelektronok energiája, hanem a száma az, ami növekszik.Az energia növekedését a fény frekven
iájának a megnövelésével érhetjük el.4



Einstein fénykvantum hipotézise (1905): Az ω körfrekven
iájú fénynyaláb nullatömeg¶ része
skékb®l (fénykvantumokból, kés®bbi néven fotonokból) áll, amelyeknek
h̄ω az energiája és h̄~k az impulzusa. Egy ilyen feltevést a relativitáselmélet tesz le-het®vé (Elektrodinamika jegyzet 54�). A fotoeffektus lényege az, hogy a fénynyalábegy fotonja ütközik a fém elektronjával, maga megsemmisül és energiáját és impulzu-sát átadja az elektronnak. A folyamatban az energiamegmaradás tétele a következ®egyenlettel fejezhet® ki:

h̄ω = P1 + P2 +
1

2
mv2,ahol P1 az ionizá
iós energia, P2 a kilépési munka, Ke =

1

2
mv2 pedig az elektron moz-gási energiája a fémb®l való kilépés után. A képletb®l következik, hogy ω ↑−→ Ke ↑.Ha feltesszük még, hogy a fény energiaárams¶r¶sége N · h̄ω · c-vel egyenl®, ahol N afotonok s¶r¶sége, akkor a foton-elektron ütközések és a kilép® fotoelektronok száma atapasztalatnak megfelel®en n® az intenzitással. A hipotézis hihetetlen merészségénekaz érzékelésére gondoljunk vissza az elektromágneses hullám ~S = cw · ~n energiaá-rams¶r¶ség kifejezésére (Elektrodinamika jegyzet, 48.feladat), amelyben w =

1

2
ǫ0E2egyáltalában nem függ a körfrekven
iától.Plan
k az osz
illátor mint me
hanikai rendszer mozgásának a kvantumosságát is-merte fel, Einstein ezt a felismerést kiterjesztette az elektromágneses mez®re is.

2. ábra.A fotonhipotézist mintegy 20 éven keresztül gyakorlatilag senki sem hitte el. Afény korpuszkuláris és hullámfelfogása között ugyanis a XIX.sz. els® évtizedében felfe-dezett interferen
ia döntött a hullámkép javára, és a fotonhipotézis a kvantumelméletrészletes kidolgozása el®tt a newtoni korpuszkuláris felfogás felelevenítésének t¶nt. Azinterferen
ia lényege az, hogy a 3.erny®n (ld. az ábrát) megvilágított és sötét szaka-szok váltakoznak. Legyen P valamelyik megvilágítatlan tartomány egy pontja1. Habármelyik rést letakarjuk, a P megvilágítottá válik. Ezt a jelenséget semmiképpen1Az interferen
ia jelenségét kés®bb külön fejezetben részletesen tárgyaljuk.5



sem lehetett megmagyarázni a fény része
ske-felfogásának az alapján, és ezalól a fo-tonhipotézis sem látszott kivételnek.3.3. A radioaktivitásElemek (atomok) része
skekibo
sátással új elemmé alakulnak át.Bármely anyagmennyiség fele az anyagi min®ségre jellemz® T1/2 felezési id® alattalakul át (Rutherford, 1900).Annak valószín¶sége, hogy egy atom, amely t-ig még nem bomlott el, a (t, t+ dt)-ben elbomoljon, λ · dt-vel egyenl®. A λ konstans az anyagra jellemz® bomlási állandó(természetesen semmi köze a hullámhosszhoz, amit ugyanezzel a bet¶vel jelölünk).Legyen N(t) azon atomok száma, amelyek t-ig nem bomlottak el. Akkor
N(t+ dt) = N(t)− λ ·N(t) · dt

dN(t)

dt
= −λN(t)

N(t) = N(0) · e−λt.Ez a képlet a radioaktív bomlás törvénye. A τ = 1/λ az id®állandó, amely azzalaz id®vel egyenl®, ami alatt a minta e-d részére bomlik.
T1/2 = τ · ln 2.Probléma: Ha egy adott elem atomjai tökéletesen egyformák, miért különböz®id®pontokban bomlanak el? És ez az id®pont hogyan lehet véletlenszer¶?A radioaktív-bomlás három alaptipusa:1) α-bomlás: a sugárzás (az elektronhoz képest) nehéz, kétszeresen pozitívan töl-tött u.n. α-része
skékb®l áll (mint utóbb kiderült, ezek azonosak a hélium atommagjával).2 )β-bomlás: a sugárzás elektronokból áll.3) γ-sugárzás: az el®bbi két bomlástipust kisér® sugárzás, amely igen nagy frek-ven
iájú fotonokból áll.3.4. A vonalas spektrumA ritka gázok 
sak bizonyos hullámhosszú sugárzást bo
sátanak ki és nyelnek el (vo-nalas spektrum). A látható tartományban a hidrogéngáz spektrumvonalainak a hul-lámhosszát az

1

λ
= R

(

1

22
− 1

n2

)

(n = 3, 4, 5, ...)6



empirikusan megállapított Balmer-formula (1885) írja le, amelyben az
R = 1.09733712 ∗ 107m−1empirikus konstans a Rydberg-állandó.A Balmer-formula által leírt hullámhosszak alkotják a Balmer-szériát. Továbbiszériák: Lyman-széria 1

λ
= R

(

1

12
− 1

n2

)

(n = 2, 3, ...) ultraibolyábanPas
hen-széria 1

λ
= R

(

1

32
− 1

n2

)

(n = 4, 5, ...) infravörösbenBra
kett-széria 1

λ
= R

(

1

42
− 1

n2

)

(n = 5, 6, ...) uo.Pfund-széria 1

λ
= R

(

1

52
− 1

n2

)

(n = 6, 7, ...) uo.A vonalas spektrumok értelmezéséhez atommodellre volt szükség.3.5. Rutherford planetáris atommodellje (1911)Az elektron felfedezése után világossá vált, hogy az elektron minden elem atomjánakfontos alkotórésze. A felfedez® J.J.Thomson kidolgozta az atom �mazsolás pudding�modelljét: pozitív ko
sonyás közegben elektronok (a hidrogénatomban a ko
sonyaközepén egyetlen elektron).Rutherford 1909-ben α-része
skék szóródását �gyelte meg vékony lemezeken, és vi-szonylag sok visszaszórt α-része
skét talált, ami a Thomson-modell alapján értelmez-hetetlen (�mint amikor valaki gránáttal selyempapírra l® és a visszapattanó gránáttalönmagát találja el�).Másfél évi gondolkodás után arra a meggy®z®désre jutott, hogy az atomban a po-zitív töltés nem nagyméret¶ �ko
sonya� formájában, hanem az atom méreténél jóvalkisebb, az elektronnál sokszorosan nagyobb tömeg¶ atommag formájában van jelen.Az elektronok úgy keringenek az atommag körül, mint a bolygók a Nap körül. Az
α része
skék akkor pattannak vissza, amikor telibe találnak egy atommagot. Spe-
iálisan a hidrogénatomban egyetlen elektron kering az azonos nagyságú, ellentétesel®jel¶ töltéssel rendelkez® mag körül (ma ezt protonnak nevezzük).Rutherford annyira komolyan vette ezt a modellt, hogy a modell kedvéért még azelektrodinamikával is hajlandó volt szembe kerülni: Maxwell elektrodinamikája sze-rint ugyanis a planetáris atommodell nem lehet stabil, mert az elektronok mozgásagyorsuló és ezért sugároznak. Láttuk (Elektrodinamika jegyzet, 63.feladat), hogy ahidrogénatom elektronja mintegy 1 ns alatt �bespirálozik� az atommagba.7



***Áttérünk az u.n. �régi kvantumelmélet� ismertetésére, amely történetileg az els®lép
s®fok volt a kvantumme
hanika felé.3.6. A Bohr-modell (1913)Bohr két alapfeltevésb®l indult ki:a)A hidrogénatomban a klasszikus körpályák közül 
sak bizonyosak megengedet-tek. Ezek a kvantumállapotok, vagy (sta
ionér) pályák.b)A sugárzási visszahatás abban jelentkezik, hogy egy E energiájú sta
ionér pá-lyáról az elektron spontán �átugrik� egy ala
sonyabb E′ energiájú pályára és közbensugároz. A sugárzás frekven
iáját az
E − E′ = h̄ω (3)képlet határozza meg. A legala
sonyabb energiájú pályáról az elektronnak már nin
shova ugrania, ezért ez a pálya stabil, az elektron tehát nem spirálozik be a 
entrumba.Kérdés: hogyan kell kiválasztani a megengedett körpályákat?Bohr kvantumfeltétele: A megengedett körpályák azok, amelyeken az impulzus-nyomaték értéke a h̄ egész számú többszöröse:
L = Ln = h̄ · n.Az n neve kvantumszám. A kvantumszámok funk
iója az, hogy kiválasszák és inde-xeljék a kvantumállapotokat.Az n kvantumszámú körpálya En energiáját a kvantumfeltételb®l és a
entrifugális er® = Coulomb-er®egyenl®ségb®l határozhatjuk meg. Ha rn, vn a körpálya sugara és a keringési sebességaz n-ik kvantumállapotban, ezt az egyenl®séget az
mv2

n

rn
=

e2

4πǫ0r2nképlet fejezi ki. Másrészt, Ln = rn ·mvn, ezért a kvantumfeltétel
rnmvn = h̄nalakú. A két egyenletb®l vn-t kizárva az

1

rn
=

me2

4πǫ0h̄
2 ·

1

n28



kifejezésre jutunk.A viriáltételb®l tudjuk (Me
hanika jegyzet 45.feladat), hogy En a poten
iális ener-gia felével egyenl®:
En =

1

2
·
(

− e2

4πǫ0rn

)

.Ha ide beírjuk rn inverzének el®bb kapott képletét, megkapjuk a megengedett pályákenergiáit (energiaszintek vagy nívók):
En = − me4

32π2ǫ20h̄
2 ·

1

n2
(n = 1, 2, 3, ...). (4)A nívósémát így szokás ábrázolni:

3. ábra.Látszik, hogy nagyobb n-hez nagyobb energia tartozik. A nívók mind negatív ener-giájúak, és mivel végtelen sok van bel®lük, a nulla értékhez közeledve a nívótávolságnullához tart.Legyen n > n′. Az n −→ n′ átmenetben kisugárzott fény frekven
iája a következ®:
ω =

En − En′

h̄
=

me4

32π2ǫ20h̄
3 ·
(

1

n′2 −
1

n2

)

.Felhasználva, hogy ω =
2πc

λ
, a kisugárzott fény hullámhosszára az

1

λ
=

me4

64π3ǫ20h̄
3c
·
(

1

n′2 −
1

n2

)kifejezést nyerjük. Ez a képlet megegyezik a spektrális szériákat leíró tapasztalatiösszefüggésekkel és mutatja, hogy az egyes szériák n′ értékében különböznek egy-mástól, vagyis abban, hogy a fény melyik nívóra történ® átugrásnál emittálódik. A9



képletb®l leolvasható továbbá, hogy a Rydberg-állandót ismert konstansokon keresz-tül az
R =

me4

64π3ǫ20h̄
3cképlet segítségével lehet kifejezni. Ha a jobboldalra a konstansok ismert értékeit be-írjuk, valóban az R tapasztalati értékét kapjuk meg.A Rydberg-állandón keresztül az energiaspektrum kifejezése a következ®:

En = −Rhc
n2

(n = 1, 2, 3, ...). (5)3.7. A Bohr-Sommerfeld modellA Bohr-Sommerfeld modell lényege a Bohr-féle kvantumfeltétel általánosítása. ABohr-Sommerfeld kvantumfeltétel szerint az I adiabatikus invariánsok (Me
hanikajegyzet 32.fejezet) azok, amiket kvantálni kell az
I =

1

2π

∮

pdq = h̄n (6)szabály alapján. Ha az I 
sak pozitív lehet, az n egész sem lehet negatív (hiszen aklasszikus pályák közül kell kiválasztani a megengedetteket), de ha I el®jelére nin
skikötés, n is lehet bármilyen el®jel¶.3.8. A harmonikus osz
illátor kvantálásaA me
hanikában láttuk, hogy a harmonikus osz
illátorra I =
E

ω
, ami pozitív szám.A Bohr-Sommerfeld feltétel alapján I = h̄n, ezért az osz
illátor lehetséges energiáitaz

En = h̄ω · n (n = 0, 1, 2, ...)képlet fejezi ki Plan
k eredményével teljes összhangban.(Emlékeztetünk az E = ωI képlet levezetésére a Me
hanika-jegyzet 32.fejezetéb®l:
E = (viriál tétel) = 2K = 2 · 1

T

∫ t+T

t

m

2
v2dt =

=
1

T

∫ t+T

t

p · vdt =
1

T

∮

pdx =
2π

T
I = ωI.)

10



3.9. A dobozba zárt tömegpont kvantálásaA �doboz�: a hosszúságú szakasz az x-tengelyen, amelynek végpontjairól (�falak�) atömegpont rugalmasan visszapattan.Egy tipikus fázisgörbét az ábrán látunk:
4. ábra.A zárt fázisgörbe által határolt terület nagysága 2pa, ezért

I =
1

2π
2pa = h̄n,

p =
πh̄

a
n,

En =
p2

2m
=

π2h̄2

2ma2
n2 (n = 0, 1, 2, ...). (7)1.Feladat: Ábrázoljuk a nívószerkezetet.♣2.Feladat: Tömegpont a, b, c élhosszúságú dobozba van zárva. Határozzuk megaz energiaspektrumát a Bohr-Sommerfeld modell alapján.Megoldás: Mialatt a tömegpont rugalmasan "pattog" a falak között, mindegyikfal 
sak a rá mer®leges irányú impulzuskomponenst változtatja meg. Pl. a z-tengelyremer®leges fed®lapról történ® visszapattanásnál a (pozitív) pz értéke −pz-re változik,de eközben px és py változatlan marad. Ennek a ténynek egyenes következménye,hogy a fázistrajektória vetülete az (x, px), (y, py), (z, pz) síkok mindegyikére ugyano-lyan jelleg¶, mint a 4.ábra fázistrajektóriája, és az el®z® gondolatmenet mindegyikrekülön-külön alkalmazható:

px =
πh̄

a
nx py =

πh̄

b
ny pz =

πh̄

c
nz

Enxnynz
=

1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z) =
π2h̄2

2m

[

(nx

a

)2

+
(ny

b

)2

+
(nz

c

)2
]

♣ (8)11



3.10. A hidrogénspektrum a Bohr-Sommerfeld modellbenA Me
hanika-jegyzet (119) képlete szerint a Kepler-mozgás energiáját az adiabatikusinvariánsok függvényében az
E = − γ2m2

1m
3
2

2(Ir + Iϑ + |Iϕ|)2képlet adja meg. A gravitá
iós poten
iálból
γm1m2 −→

e2

4πǫ0
(9)helyettesítéssel kapjuk meg a Coulomb-poten
iált a hidrogénatom planetáris modell-jében, ezért � a megfelel® változtatással � a képlet ebben a modellben is érvényes:

E = − me4

32π2ǫ20(Ir + Iϑ + |Iϕ|)2(a bolygó m2 tömegét átjelöltük az elektron m tömegére).A Bohr-Sommerfeld kvantálási feltételek alapján
Ir = h̄nr, Iϑ = h̄nϑ, Iϕ = h̄m,ahol nr és nϑ nemnegatív egész számok, m pedig tetsz®leges el®jel¶ egész2. Így

Ir + Iϑ + |Iϕ| = h̄(nr + nϑ + |m|) = −πh̄(nr + l),ahol � a következ® fejezetre gondolva, � bevezettük az
l = nϑ + |m|jelölést. Ha ezt a kifejezést az energia képletébe beírjuk, az

E = − me4

32π2ǫ20h̄
2 ·

1

(nr + l)2formulára jutunk. Amikor nr = l = 0, az energia minusz végtelen, mert az elektron azorigóban nyugszik. Ezt a lehet®séget nyilván ki kell zárnunk. A legegyszer¶bben eztúgy érhetjük el, hogy a zárójelen belüli összeghez hozzáadunk 1-t. Célszer¶ ezutánbevezetni az
n = nr + l + 12Az nϕ kvantumszámot m-el szokás jelölni, noha megvan a veszélye, hogy összekeverjük a tömeg-gel. 12



kvantumszámot, amelynek a segítségével az energia az
En = − me4

32π2ǫ20h̄
2 ·

1

n2
(n = 1, 2, 3, ...)alakra hozható, ami pontosan azonos (4)-el.Terminológia: n - f®kvantumszám, nr - radiális kvantumszám, l - mellékkvantum-szám, m - mágneses kvantumszám.Megjegyzés: A kvantumme
hanika nem tud számot adni az elektronok átugrásá-ról az ala
sonyabb energiájú pályákra. Ez a jelenség ugyanis a sugárzási visszahatáskvantumme
hanikai megfelel®je, ezért 
sak az elektromágneses mez® �gyelembevéte-lével tárgyalható. Ez azonban már a kvantumelektrodinamika hatáskörébe tartozik,amely nem szerepel a tantervben.3.11. Az impulzusmomentum a Bohr-Sommerfeld modellbenBohr eredeti kvantumfeltétele az volt, hogy a megengedett körpályák azok, amelye-ken az impulzusnyomaték értéke h̄ egész számú többszöröse. Ebben a fejezetben ezta feltevést pontosítjuk a Bohr-Sommerfeld modell szerint.A Me
hanika jegyzet 1.14 fejezetében láttuk, hogy pϕ �zikai jelentése az impulzus-momentum z-komponense (amelyet Lz-vel is szoktunk jelölni). Mivel pϕ = Iϕ, ebb®lkövetkezik, hogy az impulzusmomentum z-komponense kvantált, értéke h̄m, ahol mtetsz®leges el®jel¶ egész vagy nulla.Megmutatjuk, hogy az impulzusmomentum L abszolút értéke ("hossza") is 
sakkvantált értékeket vehet föl. Az egyszer¶ség kedvéért r sugarú gömbön végzett szabadmozgás impulzusmomentumát vizsgáljuk. Induljunk ki az

L2 = m2r2v2 = m2r4(ϑ̇2 + sin2 ϑ · ϕ̇2)képletb®l. A Me
hanika jegyzet 79.feladata mintájára
ϑ̇ =

1

mr2
pϑ ϕ̇ =

1

mr2 sin2 ϑ
pϕ,ezért

L2 = mr2(pϑ · ϑ̇+ pϕ · ϕ).A gömbfelületen a szabad mozgás f®körön történik (Me
hanika jegyzet 4.feladat) kons-tans impulzusmomentum mellett, ezért
L2 =

1

T

∫ t+T

t

L2dt =
mr2

T

∫ t+T

t

(pϑϑ̇+ pϕϕ̇) =
mr2

T

[∮

pϑdϑ+

∣

∣

∣

∣

∮

pϕdϕ

∣

∣

∣

∣

]

=

= m · 2πr
T
· r[Iϑ + |Iϕ|].13



A jobboldali zárójelet szorzó m · 2πr
T
· r faktor nem más, mint L, ezért az impul-zusmomentum nagyságát az

L = Iϑ + |Iϕ|egyszer¶ összefüggés határozza meg, amelynek következtében a Bohr-Sommerfeld mo-dellben
L = h̄(nϑ + |m|) = h̄l.Mint látjuk, a Bohr-Sommerfeld kvantumfeltételek szerint az impulzusnyomaték nagy-sága 
sak a h̄ egész számú többszöröse lehet.

α

5. ábra.Az nϑ nemnegatív egész, ezért ha l adott, az m-nek az
−l ≤ m ≤ l (10)intervallumba kell esnie: |Lz| nem lehet nagyobb L-nél. Adott l-j¶ és m-j¶ pálya sík-jára állított mer®leges cosα = m/l által meghatározott α szöget zár be a z-tengellyel,u.i. az impulzusmomentum nagysága h̄l, z-re vetett vetülete pedig h̄m (ld. az 5.áb-rát). Az α szög tehát kvantált, ezt a tényt nevezték a régi kvantumelméletben térbelikvantálásnak. Megjegyezzük, hogy a térbeli kvantálás nyilvánvaló ellentmondásbanvan azzal a ténnyel, hogy a z-tengely 
supán elképzelt irány a térben és bárhogy felve-het®: nehéz megérteni, hogy adott pályasík mellett miért nem �szabad� tetsz®legesenorientálni a koordinátarendszert.Adott l mellett az (10)-t kielégít® különböz® m-k száma 2l + 1. Adott h̄l nagy-ságú impulzusmomentum vektor ennyi egymástól különböz® z-vetület¶ orientá
ióvalrendelkezhet.Ha egy bizonyos kvantumszámhoz ν különböz® kvantumállapot tartozik, akkoraz illet® kvantumszámot ν-ször elfajultnak nevezzük Az l kvantumszám elfajulása

νl = 2l+ 1.3.Feladat: Hányszor elfajult a hidrogénatom n f®kvantumszáma?14



Megoldás: Az n
νn =

n−1
∑

l=0

(2l + 1) = n2-szeresen elfajult, mivel adott n-nél nr egyértelm¶en meghatározza l-t, amely a 0 ≤
l ≤ n − 1 tartományba es® egész, és minden l-nél (2l + 1) féleképpen választhatjukmeg m-t.♣A Bohr-modellel ellentétben a Bohr-Sommerfeld modell �gyelembe veszi, hogya hidrogénatomban az elektronpályák ellipszisek is lehetnek. A Me
hanika jegyzet54.feladatában láttuk, hogy adott E mellett a nagytengely hossza állandó, az L ér-téke pedig a nulla és egy maximális érték között lehet, amely fordítva arányos |E|négyzetgyökével (mivel E < 0, az E növekedésével |E| 
sökken, ezért az L maximálislehetséges értéke E növekedésével n®). A Bohr-Sommerfeld modellben lényegébenugyanez a helyzet. Az L-t meghatározó l kvantumszám minimális értéke nulla, maxi-mális értéke pedig (n− 1), ami annál nagyobb, minél nagyobb |En| négyzetgyökénekinverze (az n f®kvantumszám).Az adott n-hez tartozó kvantumállapotok tehát olyan ellipszispályák, amelyeknekugyanolyan hosszú a nagytengelye, és annál elnyújtottabbak, minél kisebb az l. Aköralakú pályáknál l = n− 1.4.Feladat: Kvantáljuk az izotróp harmonikus osz
illátor mozgását.Megoldás: A viriál tétel szerint E = 2K.A feladat Des
artes-koordinátákban is, polárkoordinátákban is megoldható.a)Des
artes-koordináták:
E =

2

T

∫ t+T

t

(

p2
x

2m
+

p2
y

2m
+

p2
z

2m

)

dt =
1

T

∫ t+T

t

(pxvx + pyvy + pzvz)dt =

=
1

T

(∮

pxdx+

∮

pydy +

∮

pzdz

)

=
2π

T
(Ix + Iy + Iz) = ω(Ix + Iy + Iz) = h̄ω · n,ahol n = nx +ny +nz három nemnegatív kvantumszám összege. Az n kvantumszámúnívó elfajulása

νn =

(

n+ 2
2

)

=
(n+ 2)(n+ 1)

2
.b)Gömbi-koordináták:Figyelembe kell venni, hogy az r-mozgás periódusa T/2 (Me
hanika, 59.feladat),ezért

E =
2

T

∫ t+T

t

(m

2
ṙ2 +

m

2
r2ϑ̇2 +

m

2
r2 sin2 ϑ · ϕ̇2

)

=
2π

T
(2Ir + Iϑ + |Iϕ|) = h̄ω · n,15



ahol n = 2nr + l. Az ala
sony n-k példáján meggy®z®dhetünk róla, hogy az elfajulásugyanaz, mint az el®z® megoldásban.♣3.12. A Zeemann-effektusAz effektus lényege: a mágneses mez® az m kvantumszám szerint felhasítja az ener-gianívókat (ezért nevezik m-t mágneses kvantumszámnak).
6. ábra.Az atomok mozgó töltéseket tartalmaznak, ezért általában van mágneses dipól-nyomatékuk. Az Elektrodinamika jegyzet 2.19 fejezete szerint a köráram ~µ mágnesesdipólnyomatéka mer®leges az áram síkjára és nagysága az áramer®sség és a kontúráltal határolt terület szorzata. A hidrogénatomban kering® elektron árama az e töltésés a ν = 1/T keringési frekven
ia szorzata, ezért

µ = πab · e
T
.A πab/T arány nem más, mint a területi sebesség. A Me
hanika jegyzet 44.feladatá-ban láttuk, hogy ez a 2.Kepler-törvény szerint L/2m-el egyenl®. Mivel továbbá az ~Limpulzusnyomaték is mer®leges a pályasíkra, ezért

~µ =
e

2m
~L.A mágneses dipól poten
iális energiáját az elektromos dipóléból kapjuk (Elektro-dinamika jegyzet (46) képlet) ~p −→ ~µ, ~E −→ ~B helyettesítéssel:

U = −~µ · ~B.Válasszuk a z-tengelyt a ~B-vel párhuzamosan. Akkor
U = −µzB = − e

2m
LzB = −µB ·mB,ahol µB =

eh̄

2m
a Bohr-magneton (m az elektron tömege), a B-t szorzó m pedig amágneses kvantumszám. 16



Ha a mágneses mez® gyenge, akkor az elektron mozgására gyakorolt hatásától elte-kinthetünk, és a változatlan Bohr-pályák energiáját úgy kaphatjuk meg, hogy (4)-hezhozzáadjuk az U poten
iális energiát (perturbatív tárgyalás):
Enm = − me4

32π2ǫ20h̄
2 ·

1

n2
− µB ·mB.Adott n-nél l maximális értéke (n− 1), ezért az En szint (2(n− 1)+1

)

= (2n− 1)alnívóra hasad fel az m mágneses kvantumszám szerint (ld. a 6.ábrát).3.13. A Bohr-Sommerfeld modell kritikájaA Bohr-Sommerfeld modell gyenge pontjai a következ®k:1)Az el®írás nem elég általános, mert az adiabatikus invariánsokat 
sak integrálha-tó feladatokra értelmeztük (Me
hanika jegyzet 17�). A módszert egynél több elektronttartalmazó atomokra nem lehet alkalmazni, mert ezek a feladatok nem integrálhatók.2)A térbeli kvantálás értelme homályos.3)A hidrogénspektrum számításánál mesterségesen ki kell zárni azt a lehet®séget,amikor nr, nϑ és m egyidej¶leg zérus, noha a Bohr-Sommerfeld eljárással ez összefér-ne. 4)A modell ellentmond a spektrális hasonlóság elvének (Elektrodinamika, 2.39 fe-jezet), amely szerint egy periódikus mozgást végz® töltés által kibo
sátott sugárzásspektruma 
sak a töltés mozgási frekven
iáját és felharmónikusait tartalmazhatja.Az utolsó pontot vizsgáljuk részletesebben. Legyen En′ < En (n′ < n). Az
n −→ n′ átmenet során emittált fény frekven
iája a (5) felhasználásával

ωnn′ =
En − En′

h̄
=

1

h̄

[

−Rhc
n2

+
Rhc

n′2

]

= 2πRc

[

1

n′2 −
1

n2

]

. (11)A sugárzás az n kvantumszámú pályáról történik. Az elektron mozgásának
T = ellipszis területe/területi sebesség = πab · 2m

|Lz|periódusidejét a Me
hanika jegyzet 19.fejezet képletei segítségével könnyen kifejezhet-jük az E energián keresztül:
T =

2πµab

|Lz|
=

2πµ

|Lz|
· γm1m2

2|E| ·
|Lz|

√

2µ|E|
=

√

µ

2
· γm1m2

|E|3/2
.A (9) helyettesítés elvégzése után ezt kapjuk3:

T =

√

m

2
· e2

4πǫ0|E|3/2
,3A µ redukált tömeg m1 ≪ m2-nél m1 ≡ m-el egyenl®.17



ezért az elektron mozgásának körfrekven
iája az n f®kvantumszámú pályán4
ωn =

2π

Tn
= 2π ·

√

2

m
· 4πǫ0|En|3/2

e2
= 4πcR · 1

n3
. (12)Nyilvánvaló, hogy ωnn′ 6= (egész szám) × ωn, és ezért a spektrális hasonlóság elvevalóban sérül.3.14. A korresponden
ia-elv (Bohr 1918)A fenti bírálat nem feledtetheti el, hogy a Bohr-Sommerfeld modell rendkívül eredmé-nyes a hidrogénspektrum és a Zeemann-effektus értelmezésében. Ha nem is tekinthet®a mikrojelenségek végleges elméletének, annyit mindenesetre meggy®z®en jelez, hogya newtoni me
hanika és a Maxwell-féle elektrodinamika az atomi jelenségek szintjénbizonyosan nem érvényes. A makroszkopikus jelenségek értelmezésében azonban eza két nagy elmélet sikeresnek és nélkülözhetetlennek bizonyult. Ezért minden olyanelmélett®l, amely a mikrojelenségek értelmezésének az igényével lép fel, meg kell köve-telni, hogy amikor olyan viszonyokra alkalmazzuk, amelyben a newtoni me
hanika, ill.a klasszikus elektrodinamika eredményes volt, praktikusan legyen redukálható ezekreaz elméletekre. Ezt az elvárást nevezzük korresponden
ia elvnek5.Vegyük például a hidrogénspektrumnak azt a részét, amely nagy n értékekheztartozik és a nullához közeli (negatív) energiájú nívókat tartalmazza (a satírozott tar-tomány a 3.ábrán). Az energiaszintek itt nagyon s¶r¶n helyezkednek el, az energia
saknem folytonosan vehet fel bármely értéket és ezért ebben az u.n. korrespon-den
ia-limeszben a kvantumelmélet következtetéseinek praktikusan egybe kell esniea klasszikus me
hanika és elektrodinamika követelményeivel. Mindenekel®tt teljesül-nie kell a spektrális hasonlóság elvének azokban az átmenetekben, amelyek nagy nf®kvantumszámú nívók között történnek.Legyen n, n′ ≫ n− n′ ≡ m (m pozitív egész). Az m/n≪ 1 arány els® rendjében

1

n′2 =
1

(n−m)2
=

1

n2
· 1
(

1− m

n

)2 ≈
1

n2
· 1

1− 2
m

n

≈ 1

n2

(

1 + 2
m

n

)

.Írjuk be ezt (11)-be:
ωnn′ ≈ 2πRc

[

1

n2
·
(

1 + 2
m

n

)

− 1

n2

]

= m · 4πRc
n3

= (12) = m · ωn,vagyis az n kvantumszámú nívóról kisugárzott fény frekven
iája a korresponden
ia-li-meszben valóban egész számú többszöröse a szóbanforgó kvantumállapotban kering®4A (12) igazolásánál el®ször En-t ki kell fejezni a (3) segítségével, majd a konstansokat össze kell
soportosítani R-be.5A korresponden
ia szó itt megfeleltetést jelent és az új elméletnek a bevált régihez való illeszke-dését fejezi ki. 18



elektron körfrekven
iájának. Az n −→ n −m átugrásnál a kisugárzott fény körfrek-ven
iája az ωn alapfrekven
ia m-k felharmónikusa.***A régi kvantumelmélet ismertetését befejeztük és a (modern) kvantumme
haniká-hoz szükséges matematikai el®készítésre térünk át.3.15. A vektortérA vektorteret az origóból felmért vektorok összesége alkotja. Két és három dimenzió-ban (D = 2, 3) a vektortér alaptulajdonságai jól imertek és tetsz®leges D-nél érvénye-sek. A továbbiak megértéséhez elegend® az, amit a vektorokról intuitíve elképzelünk,de a határozottság kedvéért pontokba szedjük a vektorterek alaptulajdonságait. Ezeka következ®k:I.A vektorok összeadhatók, és az összeadás a következ® tulajdonságokkal rendel-kezik: 1) ~a+~b = ~b+ ~a (kommutativitás).2) (~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c) (asszo
iativitás)3)A vektortér elemei között ott van a ~0 nullvektor, amelyre ~a+~0 = ~a.4)Minden ~a-hoz tartozik olyan ~b, hogy ~a+~b = ~0 (~b = −~a).II.Szorzás valós számmal: Ha α, β valós számok, akkor1) ~a mellett α~a is vektor. Spe
iálisan 1 · ~a = ~a.2)α(β~a) = (αβ)~a.III. Az összeadás és a szorzás disztributív:1) (α+ β)~a = α~a+ β~a.A lineáris függetlenség fogalma: ~a, ~b, ~c, ... akkor lineárisan független, ha
α~a+ β~b + γ~c+ ... = 0 =⇒ α = β = γ... = 0,vagyis ha egyik vektor sem fejezhet® ki a sorozat többi vektorának lineárkombiná
ió-jaként. D dimenzióban a maximális mennyiség¶ lineárisan független vektorok száma

D-vel egyenl®, ez a tulajdonság szolgálhat a dimenzió fogalmának de�ní
iójaként.A bázis fogalma: D db lineárisan független ~ei (i = 1, 2, ...D) a D-dimenziós vek-tortér bázisát alkotja. Az ~a = a1~e1 + a2~e2 + ... + aD~eD kifejtés egyértelm¶. Az ai-kaz ~a vetületei az ~ei bázisban: ~a = (a1, a2, ...aD). Az ~a vektor ~ei irányú komponenseaz ai~ei vektor.Fontos megjegyzés: Figyeljük meg, hogy ~ei-ben és ai-ben az i index különböz®funk
iót tölt be: az els® esetben D különböz® vektor közül kijelöli az i-ediket (az ei19



összetett szimbólum egészben tölti be azt a szerepet, amit ~a-nál az a bet¶), az utób-biban egy adott vektor vetületei közül jelöli ki az i-ediket. Ezért az ~ei j-ik vetületét
eij -vel logikus jelölni.A skalárszorzat: jelölés ~a ·~b helyett inkább (~a,~b).A skalárszorzat valós szám, amelyet a következ® tulajdonságaival de�niálunk:1)Szimmetria: (~a,~b) = (~b,~a).2)Pozitivitás: (~a,~a) ≥ 0, (~a,~a) = 0⇐⇒ ~a = ~0.A √(~a,~a) ≡ |~a| az ~a normája (hossza).3)Bilinearitás: (~a, β~b + γ~c) = β(~a,~b) + γ(~a,~c), és a szimmetria következtében
(β~b+ γ~c,~a) = β(~b,~a) + γ(~c,~a).A skalárszorzat szolgál a vektorok ortogonalitásának értelmezésére:

~a ⊥ ~b⇐⇒ (~a,~b) = 0.Az ~e1, ~e2, · · ·~eD bázist ortonormáltnak nevezzük, ha 1-re normáltak és egymásra or-togonálisok:
(~ei, ~ej) = δij . (13)A δij a Krone
ker-szimbólum, amely i = j-nél 1 (a bázis elemei normáltak) , egyébként0 (a különböz® báziselemek ortogonálisak egymásra).5.Feladat: Bizonyítsuk be, hogy ortonormált bázisban

(~a,~b) = a1b1 + a2b2 + ...+ aDbD.♣A vektortérben végtelen sok különböz® ortonormált bázis létezik, amelyek egymáselforgatottjai. Mivel (13) mindre egyaránt érvényes, a skalárszorzat az elforgatások-ra nézve invariáns, bármely ortogonális bázisban egyenl® a komponensekb®l alkotottszorzatok összegével.Megjegyzés: Vektorszorzatot nem de�niálunk, mert nem általánosítható D > 3-ratermészetes módon.6.Feladat: Igazoljuk, hogy ortonormált bázisban
ai = (~ei,~a).♣ (14)Megjegyzés: Spe
iálisan maguknak a bázist alkotó vektoroknak a vetülete a bázis ~eielemére a következ®:

eji ≡ (~ej)i
(14)
= (~ei, ~ej) = δij (j = 1, 2, · · ·D), (15)azaz egy ortonormált bázis vektorainak önmagára vonatkoztatott komponensei a kö-vetkez®k:

~e1 = (1, 0, 0, · · · , 0) ~e2 = (0, 1, 0, · · · , 0) ....... ~eD = (0, 0, 0, · · · , 1). (16)20



7.Feladat: Igazoljuk, hogy ortonormált bázisban
D
∑

i=1

(~a,~ei) · (~ei,~b) = (~a,~b).♣ (17)8.Feladat: Legyen ~ei ortonormált bázis D = 3-nál, amelyben
~a = (5, −3

√
3, 2
√

3)

~b = (3
√

3, 1, −6)

~c = (
√

3, 3, 2).Igazoljuk, hogy ezek a vektorok ortogonálisak egymásra. Normáljuk át ®ket úgy, hogyegy ~ηi ortonormált bázist alkossanak.Megoldás: ~η1 =
1

8
~a, ~η2 =

1

8
~b, ~η3 =

1

4
~c ♣.9.Feladat: Adjuk meg az ~ei-k vetületeit az ~ηi bázisban.Megoldás: A feladat az

~ei = (~η1, ~ei)~η1 + (~η2, ~ei)~η2 + (~η3, ~ei)~η3képlet segítségével oldható meg, amely (14) következménye.♣3.16. Komplex vektortérA komplex vektortér abban különbözik az el®z® fejezet (valós) vektorterét®l, hogya II, III-ban szerepl® (görög bet¶s) konstansok komplexek. Ennek következtében avektorok vetületei is komplex számok.Másik különbség az, hogy a skalárszorzat nem szimmetrikus, hanem hermitikus:
(~a,~b) = (~b,~a)∗. Ez a de�ní
ió biztosítja, hogy (~a,~a) megmarad valósnak (és ezért értelmes rá a pozi-tivitás megkövetelése), de a bilinearitás formáját megváltoztatja: ha az (~a, β~b+γ~c) =

β(~a~b) + γ(~a,~c) tulajdonságot továbbra is érvényesnek fogadjuk el, akkor a hermi
itáskövetkeztében (β~b+γ~c,~a) = β∗(~b,~a)+γ∗(~c,~a): amikor egy konstansot a skalárszorzatels® tényez®jéb®l emelünk ki, komplex konjugálni kell.A bázis ortonormáltságát változatlanul (13) fejezi ki.10.Feladat: Bizonyítsuk be, hogy ortonormált bázisban
(~a,~b) = a∗1b1 + a∗2b2 + ...+ a∗DbD).♣ (18)A skalárszorzatnak ez az alakja mutatja, hogy (16) komplex vektortérben is érvényes.21



11.Feladat: Igazoljuk, hogy (14), (15) komplex vektortérben is érvényes.Megjegyzés: Komplex vektortér esetén (14) skalárszorzatában a tényez®k sorrendjelényeges. Valós vektortérnél ez a sorrend nem játszik szerepet.♣12.Feladat: Igazoljuk, hogy (17) komplex vektortérben is érvényes.♣13.Feladat: Válasszuk ki az egymásra ortogonális párokat a D=2 komplex vek-tortér következ® vektorai közül: ~a = (1, 1), ~b = (1, i), ~c = (1, −1), ~d = (1, −i).Megoldás: (~a,~c) = (~b, ~d) = 0♣.3.17. A Hilbert-térA végtelen dimenziós (D = ∞) komplex vektorteret Hilbert-térnek nevezzük. A Hil-bert-teret H-val jelöljük.A végtelen számú komponens következtében vannak olyan vektorok, amelyeknekminden komponense véges, a normájuk mégis végtelen. Az ilyen vektorokat nem nor-málható vektoroknak nevezzük. Az elnevezés oka az, hogy véges normájú vektorokat
|~a|−1/2-el történ® szorzással mindíg 1-re lehet normálni. A vektort egyszer¶en 
saknormáltnak nevezzük, ha a normája 1-el egyenl® (ha 1-re normált).14.Feladat: Vizsgáljuk az an = 1/n és a bn = 1/

√
n komponensekkel (n =

1, 2, ...) megadott ~a, ~b vektorok normálhatóságát.Megoldás: |~a| = π√
6
<∞, |~b| =∞.♣A Hilbert-tér bázisai két nagy osztályra bonthatók, a diszkrét és a folytonos bázisokosztályára.A diszkrét bázis ~ei elemeit � a véges dimenziójú vektorterek báziselemeihez hason-lóan �, egy i egész számmal indexelhetjük, amely az 1 és a D között (Hilbert-térnél

D = ∞) veheti fel az értékeit. Diszkrét bázis használatakor az el®z® fejezet összesképlete érvényes (D =∞-el).A folytonos bázis ~eu elemeit az u folytonos paraméter indexeli. Az u megadott in-tervallumban változhat. A továbbiakban feltesszük, hogy � ha nem írunk el® valamimást, � ez az intervallum a −∞ < u < +∞. Folytonos bázis használatakor az el®z®fejezet képletei érvényesek maradnak, ha az összegzéseket integrálással helyettesítjük:
D
∑

i=1

=⇒
∫ ∞

−∞
du ≡

∫

du.Így például
~a =

D
∑

i=1

ai~ei =⇒ ~a =

∫

du · au~eu22



(~a,~b) =

D
∑

i=1

a∗i bi =⇒ (~a,~b) =

∫

du · a∗ubu. (19)Az u helyett természetesen más bet¶ is használható. Alább u mellett többnyire a v-thasználjuk majd a folytonos bázis vetületeinek indexelésére.Az ortonormáltságot folytonos bázisoknál a deltára normáltság helyettesíti6:
(~eu, ~eu′) = δ(u− u′). (20)Mivel δ(0) = ∞, a folytonos bázis ~eu báziselemei nem normálhatók, de u 6= u′-nélortogonálisak egymásra.A vektorok folytonos bázisra vonatkozó vetületei a bázist indexel® folytonos para-méter függvényei, és ezért sokszor 
élszer¶ az au jelölést a(u)-val helyettesíteni, amikidomborítja a függvény-jelleget. Így pl. írhatjuk, hogy
~a =

∫

du · a(u)~eu.15.Feladat: Az ~a ∈ H vektor folytonos bázisban megadott komponense legyenaz a(u) = e−|u| függvény. Számítsuk ki a normáját.Megoldás:
|~a|2 =

∫

du · |a(u)|2 = 2

∫ ∞

0

du · e−2u = 1,

~a tehát normált ♣.16.Feladat: Mutassuk meg, hogy az el®z® feladat ~a-ja és az ue−|u| komponens¶
~b ortogonális egymásra.♣Hogyan lehet megadni a folytonos bázis ~eu bázisvektorainak komponenseit ugya-nebben a bázisban? Más szavakkal: mi a (15) képlet megfelel®je folytonos bázisban?A (15) szerint az ~ei minden ei1, ei2, · · · vetülete zérus egy kivételével: az a vetü-let, amelynek sorszáma azonos a bázisvektor nevében szerepl® i-vel, 1-el egyenl®. Ezbiztosítja (13) teljesülését.Folytonos bázisban az okozza a problémát, hogy a vetületek "sorszáma" nem kor-látozódik a pozitív egészekre, hanem tetsz®leges valós szám lehet. Hogyan lehet ebbenaz esetben értelmesen megfogalmazni azt a követelményt, hogy ~eu minden eu(v) ve-tülete (v tetsz®leges valós) zérus, kivéve, amikor v = u? Ráadásul ennek úgy kelltörténnie, hogy biztosítsa a deltára normáltság (20) feltételét.A megoldás a következ®:

eu(v) = δ(u− v). (21)Ebb®l ugyanis következik, hogy az ~eu és az ~eu′ skalárszorzata a skalárszorzat (19)de�ní
iója alapján
(~eu, ~eu′) =

∫

dv · e∗u(v)eu′(v) =

∫

dv · δ(u− v)δ(u′ − v) = δ(u − u′),6A delta-függvényt az Elektrodinamika jegyzet 3.fejezetében vezettük be.23



és ez a képlet valóban azonos (20)-al.17.Feladat: Igazoljuk, hogy a (14) képlet folytonos megfelel®je az
a(u) = (~eu,~a)formula.♣Megjegyzés a jelölésr®l: A H vektorait a kvantumelméletben többnyire a görögABC végér®l vett bet¶kkel jelölik: ~φ, ~χ, ~ψ. A nyilat azonban sohasem szokták kiten-ni, mert fenntartják a geometriai vektorok jelölésére. Helyette leggyakrabban a Dira
által bevezetett ket-vektor jelölést használják: ~φ ≡ |φ〉. A |φ〉 és a |ψ〉 ket-vektorokskalárszorzata a két jelölésmódban a következ®: (~φ, ~ψ) ≡ 〈φ|ψ〉. A 〈φ| neve bra-vektor.A fur
sa de nagyon szeren
sés elnevezés magyarázata az, hogy a 〈Φ|Ψ〉 skalárszorzategy teljes zárójel (bra-
-ket).Ebben a bevezet® kurzusban a Hilbert-tér vektorait továbbra is nyillal fogjukmegjelölni, mert fontosabbnak tartjuk hangsúlyozni a geometriai vektorokkal valóhasonlóságukat, mint a közöttük lév® különbségeket.3.18. Lineáris operátorokAz operátor a függvényfogalom kiterjesztése vektorterekre (tetsz®leges D-nél). Min-den olyan szabályt operátornak nevezünk, amely vektorhoz vektort rendel: ~b = f(~a).A továbbiakban 
sak lineáris operátorokkal fogunk találkozni, amelyek a lineárisfüggvény analogonjai.Az f(x)-t akkor nevezzük lineárisnak7, ha igaz rá az f(x) + f(y) = f(x + y)függvényegyenlet. Ezt az egyenletet a konstans× x függvények elégítik ki.Az f(~a) operátort � hasonlóan �, akkor nevezzük lineárisnak, ha

f(~a) + f(~b) = f(~a+~b).Ha f lineáris, az ~a-ra való hatását f(~a) helyett f̂~a-val jelöljük. Ez mutatja a hasonló-ságot a konstanssal való szorzással, de jelzi azt is, hogy (az ~a-tól független) f̂ általábannem egyszer¶en egy konstans szorzó. A linearitás feltétele ebben a jelölésben
f̂~a+ f̂~b = f̂(~a+~b). (22)Az f̂ általános formája diszkrét bázisban

~b = f̂~a⇐⇒ bi =

D
∑

j=1

fijaj , (23)ahol D lehet végtelen is. Látjuk, hogy egy f̂ lineáris operátort D2 db fij ≡ (f̂)ijszámmal (mátrixelemmel) lehet megadni.7Pontosabban: homogén lineárisnak. 24



A (23)-al ekvivalens az operátor mátrixszal történ® felírása. D = 3-nál például
f̂ =





f11 f12 f13
f21 f22 f23
f31 f32 f33



 ,

~b = f̂~a⇐⇒





b1
b2
b3



 =





f11 f12 f13
f21 f22 f23
f31 f32 f33









a1

a2

a3



 .A sor×oszlop szabály alapján bi = fi1a1 + fi2a2 + fi3a3, és ez valóban azonos a(23)-beli szabállyal.18.Feladat: Igazoljuk, hogy fij = (~ei, f̂~ej).Igazolás:
(~ei, f̂~ej)

(14)
= (f̂~ej)i

(23)
=

D
∑

k=1

fik(~ej)k
(15)
=

D
∑

k=1

fikδjk = fij .♣A lineáris operátor (23) alakja folytonos bázisban is érvényes, ha az összegzéstintegrálással helyettesítjük:
~b = f̂~a⇐⇒ b(u) =

∫

dv · f(u, v)a(v). (24)A diszkrét bázis i, j indexpárját az u, v folytonos indexpárral kellett helyettesítenünk.A vetüleket függvények formájában írtuk fel.Látjuk, hogy folytonos bázisban egy f̂ lineáris operátort az f(u, v) kétváltozósfüggvénnyel adhatjuk meg. Folytonos bázisban azonban � a diszkrét bázishoz képest� olyan spe
iális lehet®ségek is rendelkezésre állnak lineáris operátorok képzésére,mint pl. a vetület-függvény deriválása, vagy szorzás a vetület-függvény argumentu-mával. A következ® két feladat azonban mutatja, hogy még ezek is felírhatók (24)alakban.19.Feladat: Mutassuk meg, hogy az u-val való szorzás operátorához f(u, v) =
uδ(u− v) tartozik.Igazolás: Helyettesítsük f(u, v) = uδ(u − v)-t (24)-be és végezzük el az integrá-lást.♣20.Feladat: Mutassuk meg, hogy az u szerinti deriválás operátorához f(u, v) =
∂

∂u
δ(u− v) tartozik.Igazolás: Helyettesítsük f(u, v) =

∂

∂u
δ(u − v)-t (24)-be, emeljük ki az u-szerintideriválást (ezt azért tehetjük meg, mert az integrálás v-re történik) és végezzük el azintegrálást.♣ 25



21.Feladat: Igazoljuk, hogy a 20.feladat képlete folytonos bázisban is igaz:
f(u, v) = (~eu, f̂~ev).♣Az operátorösszeadás és az operátorszorzás:Legyen f̂ és ĝ két lineáris operátor. Összegükön azt az f̂ + ĝ lineáris operátortértjük, amely ~a-ra hatva az f̂~a + ĝ~a vektort adja eredményül: (f̂ + ĝ)~a = f̂~a + ĝ~a.Az f̂ ĝ szorzat pedig az a lineáris operátor, amelynek a hatását ~a-ra úgy kapjuk, hogyel®ször kiszámítjuk a ĝ~a vektort, majd erre hatunk f̂ -el: f̂ ĝ~a = f̂(ĝ~a).Az operátorösszegzés kommutatív m¶velet (f̂ + ĝ = ĝ + f̂), az operátorszorzásazonban általában nem: az f̂ ĝ és a ĝf̂ hatása általában nem ugyanaz. Ez a tény akvantumelméletben alapvet® fontosságú.A kommutátor fogalma: Az

[f̂ , ĝ] ≡ f̂ ĝ − ĝf̂ (25)operátort az f̂ és a ĝ kommutátorának nevezzük. Ha a kommutátor zérus (a nullávalvaló szorzás operátora), akkor a két operátor fel
serélhet® egymással: a hatásuk nemváltozik meg, ha a sorrendjüket megváltoztatjuk.22.Feladat: Mutassuk meg, hogy az operátorszorzás azonos a mátrixszorzás
sor × oszlop alakjával, azaz

(f̂ ĝ)ij =

D
∑

k=1

fikgkj .Igazolás:
(f̂ ĝ~a)i =

D
∑

k=1

fik(ĝ~a)k =
D
∑

k=1

D
∑

j=1

fikgkjaj =

=

D
∑

j=1

(

D
∑

k=1

fikgkj

)

aj ≡
D
∑

j=1

(f̂ ĝ)ijaj .♣23.Feladat: A D = 2-ben a
σx =

(

0 1
1 0

)

σy =

(

0 −i
i 0

)

σz =

(

1 0
0 −1

) (26)operátorokat Pauli-mátrixoknak nevezzük8. Számítsuk ki a négyzeteiket és a szorza-taikat.Megoldás:
σ2

x = σ2
y = σ2

z = 18A Pauli-mátrixok jelölése standard, és bár lineáris operátorok, nem szokás kalapot tenni rájuk.26



σxσy = iσz σyσx = −iσz

σyσz = iσx σzσy = −iσx

σzσx = iσy σxσz = −iσy.♣24.Feladat: Határozzuk meg a Pauli-mátrixok kommutátoraitMegoldás:
[σx, σy] = 2iσz [σy , σz] = 2iσx [σz, σx] = 2iσy.♣25.Feladat: Határozzuk meg az u-val való szorzás és az u-szerinti deriválás (ope-rátorának a) kommutátorát.Megoldás: Ehhez a feladathoz nem 
élszer¶ a 21. és a 22. feladatban kapottmátrixalakot használni. Jobb közvetlenül a kommutátor fogalmából kiindulni:
[

u,
d

du

]

a(u) = u
da(u)

du
− d

du

(

ua(u)
)

= −a(u).Mivel ~a tetsz®leges lehet, ezért
[

u,
d

du

]

= −1.♣ (27)3.19. A hermitikus operátorokAz f̂+ operátort az f̂ adjungáltjának nevezzük, ha minden ~a, ~b-re teljesül az
(~a, f̂~b) = (f̂+~a,~b) (28)relá
ió. Ha tehát egy operátor hatását a skalárszorzaton belül át akarjuk hárítani azegyik tényez®r®l a másikra, az operátort adjungálni kell. Nyilván (f̂+

)+
= f̂ .26.Feladat: Mutassuk meg, hogy (f̂ ĝ)+ = ĝ+f̂+.Igazolás: Legyen ~c = ĝ~b. Akkor egyrészt

(~a, f̂ ĝ~b) = (~a, f̂~c) = (f̂+~a,~c) = (f̂+~a, ĝ~b) = (ĝ+f̂+~a,~b),másrészt
(~a, f̂ ĝ~b) =

(

(f̂ ĝ)+~a,~b
)

.A két egyenl®ség összehasonlításából következik az állítás.♣27.Feladat: Mutassuk meg, hogy az i-vel való szorzás operátorának adjungáltjaa (−i)-vel való szorzás operátora.♣ 27



A két feladat következménye, hogy
(if̂)+ = −if̂+. (29)Hogyan lehet meghatározni egy adott operátor adjungáltját?28.Feladat: Legyen adva f̂ az fij mátrixelemeivel. Mutassuk meg, hogy f̂+mátrixelemeit az indexek fel
serélésével és komplex konjugálás egyidej¶ elvégzésévelkapjuk meg:
(

f̂+
)

ij
= f∗

ji. (30)Igazolás: A 20.feladat képlete alapján
(f̂+)ij = (~ei, f̂

+~ej) = (f̂~ei, ~ej) = (~ej , f̂~ei)
∗ = f∗

jltehát egy operátor adjungáltjának a mátrixa az operátor transzponált mátrixának akomplex konjugáltjával egyenl®.29.Feladat: Határozzuk meg a Pauli-mátrixok adjungáltját.Megoldás: σ+
i = σi (i = x, y, z)♣Az önadjungált operátor fogalma: Egy lineáris operátort akkor nevezünk önad-jungáltnak (vagy hermitikusnak), ha az adjungáltjával azonos. Az önadjungáltságfeltétele tehát diszkrét bázisban: f∗

ji = fij . Spe
iálisan f∗
ii = fii: egy önadjungáltoperátor mátrixának fii diagonális elemei valósak.Az el®z® feladat mutatja, hogy a Pauli-mátrixok önadjungált operátorok a D = 2komplex vektortérben.30.Feladat: Folytonos bázisban az f̂-t az f(u, v) kétváltozós függvénnyel ad-juk meg. Mutassuk meg, hogy f+(u, v) = f∗(v.u), tehát az önadjungáltság feltétele

f∗(v, u) = f(u, v)♣.31.Feladat: Mutassuk meg, hogy az u-val való szorzás operátora önadjungált.Igazolás:Erre az operátorra f(u, v) = uδ(u−v), ahonnan f∗(v, u) = vδ(v−u) = uδ(u−v) =
f(u, v)♣.32.Feladat: Mutassuk meg, hogy az u-szerinti deriválás operátorának adjungált-ja önmaga −1-szerese.Igazolás:Erre az operátorra f(u, v) =

∂

∂u
δ(u − v), ahonnan f∗(v, u) =

∂

∂v
δ(v − u) =

− ∂

∂u
δ(u − v) = −f(u, v)♣.33.Feladat: Mutassuk meg, hogy az u-szerinti deriválás (−i)-szerese hermitikusoperátor. 28



Igazolás: Jelöljük az u-szerinti deriválás operát d̂u-val. Az el®z® feladat szerint
d̂+

u = −d̂u, ezért (29) következtében (−id̂u)+ = id̂+
u = −id̂u, tehát −id̂u valóbanhermitikus.Megjegyzés: A id̂u ugyanígy hermitikus, a kvantumme
hanikában azonban a

−id̂u =
1

i
d̂u-t használják.♣3.20. A hermitikus operátorok hatása a vektorokraA hermitikus operátorok legfontosabb tulajdonságai végesD dimenziójú komplex vek-torterekben az alábbi állításokban foglalhatók össze:1)Minden f̂ hermitikus operátorhoz tartozik D kitüntetett irány. A kitüntetettirányokba mutató vektorokat az f̂ sajátvektorainak nevezzük.2)Amikor f̂ valamelyik sajátvektorra hat az irányát nem változtatja meg, hanemmindegyiket egy rá jellemz® valós számmal, az adott sajátvektorhoz tartozó sajá-tértékkel szorozza meg: ha ~a sajátvektor, akkor f̂~a = α~a. A sajátértékek összeségealkotja az f̂ operátor spektrumát.3)A különböz® sajátértékekhez tartozó sajátvektorok ortogonálisak egymásra.4)Ha να darab lineárisan független sajátvektorhoz ugyanaz az α sajátérték tarto-zik (vagyis az α sajátérték να-szor elfajult), akkor ezek a sajátvektorok a D-dimenziósvektortér egy να dimenziós Sα alterét feszítik ki9. Az Sα-ban fekv® összes vektor az

f̂ operátor α sajátértékhez tartozó sajátvektora, amelyek közül végtelen sok különbö-z® módon lehet kiválasztani να ortogonálisat. Az Sα minden vektora ortogonális azösszes α-tól különböz® sajátértékhez tartozó sajátvektorra.5)Álljon az ~ηi ortonormált bázis (i = 1, 2, ..., D) az f̂ sajátvektoraiból. Az ~ηi-heztartozó sajátérték legyen βi. Az f̂ hatását egy tetsz®leges ~a vektorra a legegyszer¶b-ben úgy tekinthetjük át, ha az ~a-t kifejtjük az ~ηi-k szerint:
f̂~a = f̂(a1~η1 + a2~η2 + ...+ aD~ηD) = a1f̂~η1 + a2f̂~η2 + ...+ aDf̂~ηD =

= a1β1~η1 + a2β2~η2 + ...+ aDβD~ηD.6)Ez a képlet mutatja, hogy két operátor akkor (és 
sakis akkor) fel
serélhet®,ha van közös sajátvektor rendszerük. Ha u.i. az ~ηi-k a ĝ-nek is sajátvektorai (γisajátértékekkel), akkor nyilván
ĝf̂~a = f̂ ĝ~a = a1β1γ1~η1 + a2β2γ2~η2 + ...+ aDβDγD~ηD.Ezek a tulajdonságok a hermitikus operátorok hatására vonatkozó legfontosabbtények. Közülük néhányat nagyon egyszer¶ bebizonyítani. A sajátértékek valósságá-nak a bizonyítása pl. a következ®képpen történik:9Például να = 2 esetén egy síkot. 29



Legyen ~a sajátvektor α sajátértékkel: f̂~a = α~a. Akkor egyrészt
(~a, f̂~a) = (~a, α~a) = α(~a,~a),másrészt, f̂ hermi
itása következtében

(~a, f̂~a) = (f̂~a,~a) = (α~a,~a) = α∗(~a,~a).Az els® egyenletb®l kivonjuk a másodikat:
0 = (α− α∗)(~a,~a),ahonnan α = α∗ q.e.d.Hasonlóan bizonyítható, hogy a különböz® sajátértékekhez tartozó sajátvektorokortogonálisak egymásra. Legyen ~a és ~b az f̂ hermitikus operátor két sajátvektora α,

β sajátértékekkel, amelyek különböz®k. Akkor egyrészt
(~a, f̂~b) = (~a, β~b) = β(~a,~b),másrészt, f̂ hermi
itása és α valóssága következtében

(~a, f̂~b) = (f̂~a,~b) = (α~a,~b) = α(~a,~b).Az els® egyenletb®l kivonjuk a másodikat:
0 = (β − α)(~a,~b),ahonnan α 6= β következtében (~a,~b) = 0 q.e.d.Ezzel a 2) - 5) állításokat beláttuk. Az 1)-t példán illusztráljuk.D=2-ben a hermitikus operátorokat egy
f̂ =

(

f11 f12
f21 f22

)mátrixszal adhatjuk meg, amelyekben a hermi
itás következtében az f11, f22 diago-nális elemek valósak és f12 = f∗
21.Legyen ~a (egyenl®re ismeretlen) sajátvektor és α a hozzá tartozó sajátérték:

f̂~a = α~a.Ennek az u.n. sajátértékegyenletnek a komponenseken keresztül kifejezett alakja akövetkez®:
f11a1 + f12a2 = αa1

f21a1 + f22a2 = αa2.

} (31)Ez két egyenlet a három a1, a2, α ismeretlenre. Valójában azonban nem sa-játvektort, hanem 
sak a sajátvektorok irányát keressük. Ez azt jelenti, hogy az ~a30



valamelyik komponensét, ami biztosan nem nulla, önkényesen választhatjuk. Ezértelég a két egyenlet.Rendezzük át (31)-t az
(f11 − α)a1 + f12a2 = 0
f21a1 + (f22 − α)a2 = 0

} (32)alakba, ami homogén lineáris egyenletrendszer az a1, a2 ismeretlen komponensekre.Ha ez két lineárisan független egyenlet (vagyis a determinánsa nem nulla), ak-kor 
sak nulla megoldása van (a1 = a2 = 0)10. Ezért annak feltétele, hogy legyensajátvektor az, hogy a (32) egyenlet determinánsa t¶njön el:
∣

∣

∣

∣

f11 − α f12
f21 f22 − α

∣

∣

∣

∣

= α2 − (f11 + f22)α+ (f11f22 − f12f21) = 0. (33)Ez az egyenlet másodfokú algebrai egyenlet az α sajátértékre. Két megoldásavan, amelyek � spe
iális esetként � lehetnek egyenl®k egymással. Az f̂ hermi
itásakövetkeztében a megoldások valósak (diszkrimináns = (f11−f22)2+4|f12|2 ≥ 0 valós).Ha a két megoldásként kapott sajátérték bármelyikét visszahelyettesítjük (32)-ba,két olyan egyenletet kapunk az a1, a2 ismeretlenekre, amelyek nem lineárisan füg-getlenek egymástól: az egyik egyenlet következménye a másiknak. Ezért 
sak a1 és
a2 arányát tudjuk kiszámítani és ezt a két egyenlet bármelyike alapján megtehetjük.Többre nin
s is szükség, hiszen 
sak a sajátértékekhez tartozó irányokat keressük. Asajátvektorokat magukat olyan hosszúnak választhatjuk, amilyennek akarjuk (általá-ban 1-re normáljuk ®ket).Miel®tt feladatokat nézünk, egy ki
sit más módon is összefoglaljuk a fejezet f®állításait. Ezek lényege az, hogy nagyon szoros kap
solat van egyrészt a hermitikusoperátorok, másrészt az ortonormált (deltára normált) bázisok között. Szimbóliku-san: hermitikus operátor =⇒ bázisbázis =⇒ egymással kommutáló hermitikus operátorokEgyrészt, egy operátor meghatározza11 azt a bázist, amelynek bázisvektorai azoperátor sajátvektorai. Másrészt, ha adva van egy ortonormált bázis, ez kiválasztjahermitikus operátorok közül azokat (végtelen sokat), amelyeknek a sajátvektorai me-gegyeznek az adott bázis bázisvektoraival, és 
sak az egyes bázisvektorokhoz tartozósajátértékekben különböznek egymástól.Ha kiválasztunk két operátort, ezzel teljesen meghatározzuk a hozzájuk tartozó bá-zisok köl
sönös viszonyát. A kvantumme
hanikai feladatok leggyakoribb problémájaa különféle operátorokhoz tartozó bázisok relatív helyzetének megállapítása.10Err®l könnyen meggy®z®dhetünk, ha a szokásos módszerrel megpróbáljuk az a1 vagy az a2 kom-ponenst kiejteni.11Az elfajulástól az egyszer¶ség kedvéért eltekintünk.31



34.Feladat: D = 2-ben legyenek adva az
f̂ =

(

−1/2 3/2
3/2 −1/2

)

ĝ =

(

7/5 2/5
2/5 9/5

)hermitikus operátorok. Vizsgáljuk a hozzájuk tartozó bázisok relatív helyzetét.Megoldás: Legyen ~a az f̂ α-sajátértékhez tartozó sajátvektora:
f̂~a = α~a,

(

−1/2 3/2
3/2 −1/2

)(

a1

a2

)

= α

(

a1

a2

)

,

(−1/2− α)a1 + 3/2 · a2 = 0
3/2 · a1 + (−1/2− α)a2 = 0.

} (34)A homogén egyenletrendszernek 
sak akkor van megoldása, ha a két egyenlet lineári-san összefügg egymással, vagyis ha az egyenletrendszer determinánsa zérus:
∣

∣

∣

∣

(−1/2− α) 3/2
3/2 (−1/2− α)

∣

∣

∣

∣

= 0,

(−1/2− α)2 − 9/4 = 0.Két megoldás van:
α1 = 1, α2 = −2.Az α1-hez tartozó normált ~a legyen az ~e1 bázisvektor, az α2-höz tartozó normált ~apedig az ~e2 bázisvektor. Ezek vetületeit úgy találjuk meg, hogy (34)-ben α-t el®ször

α1-el, majd α2-vel helyettesítjük és a két esetben kapott ~a = (a1, a2)-t 1-re normáljuk.A sajátértékeket abból a feltételb®l határoztuk meg, hogy (34) két egyenlete le-gyen egyenérték¶ (a baloldalak legyenek arányosak egymással), ezért (34) valójában
sak egy egyenlet (amely lehet akár a fels®, akár az alsó). Helyettesítsük α = α1 = 1-tmondjuk a fels®be:
(−1/2− 1)a1 + 3/2 · a2 = 0,

a1 = a2.Az ~e1 két komponense tehát egyenl® egymással, és a vektor akkor lesz 1-re normált,ha ezek a komponensek 1/
√

2-vel egyenl®k:
~e1 = (1/

√
2, 1/
√

2).(Megjegyezzük, hogy a választás nem egyértelm¶, a két komponens lehetne −1/
√

2is. A választás egyetlen szempontja az egyszer¶ség.)Ha α = α2 = −2-t helyettesítjük (34)-fels® egyenletébe, a
(−1/2 + 2)a1 + 3/2 · a2 = 032



egyenletet kapjuk, amelyb®l a1 = −a2, ezért
~e2 = (1/

√
2,−1/

√
2).Megállapíthatjuk tehát, hogy az f̂-hez rendelt ortonormált bázist az ~e1, ~e2 vektorokfeszítik ki, amelyekhez az α1 = 1, α2 = −2 sajátértékek tartoznak.Hasonló gondolatmenettel azt találjuk, hogy a ĝ normált sajátvektorai és a hoz-zájuk tartozó sajátértékek a következ®k:

~η1 = (1/
√

5, 2/
√

5) ~η2 = (2/
√

5,−1/
√

5)

β1 = 2 β2 = 1.Az ~η1 és az ~e1 közötti szög legyen ϕ:
cosϕ = (~η1, ~e1) =

1√
5
· 1√

2
+

2√
5
· 1√

2
=

3√
10

= 0.95,ezért ϕ ≈ 20◦.35.Feladat: Határozzuk meg a (26) Pauli-mátrixok sajátértékeit és normált sa-játvektorait.Megoldás: Mindhárom Pauli-mátrix két sajátértéke +1 és −1:
σx~u± = ±~u± σy~v± = ±~v± σz ~w± = ±~w±

~u+ =

(

1√
2
,

1√
2

)

~u− =

(

1√
2
, − 1√

2

)

~v+ =

(

1√
2
,

i√
2

)

~v− =

(

1√
2
, − i√

2

)

~w+ = (1, 0) ~w− = (0, 1).A hermitikus operátorok és a bázisok köl
sönös kap
solata lehet®vé teszi, hogy a bá-zisvektorokat a �zikai jelentés nélküli sorszám helyett sajátértékekkel indexeljük: ha abázis elemei az f̂ operátor (normált) sajátvektorai, akkor az f̂ sajátértékei tölthetikbe az index szerepét. Ebben a feladatban már ezt az indexelési módot alkalmaztuk.♣36.Feladat: Legyen adva D=3-nál az
f̂ =





2 0 4
0 6 0
4 0 2



operátor. Határozzuk meg a sajátértékeit és a sajátvektorait.33



Megoldás:
α1 = −2, α2 = α3 = 6.

~η1 =











1√
2

0

− 1√
2











~η2 =











1√
2

0
1√
2











~η3 =





0
1
0



 .A 6-os sajátérték elfajult, ν6 = 2. Az ~η2 és az ~η3 egy S6 síkot feszít ki, amelybenminden olyan vektorpár, amely ~η2 és ~η3 valamilyen ϑ szöggel történ® elforgatásávalkapható, szintén ortonormált sajátvektor-párt alkot:
~η2

′ = cosϑ · ~η2 + sinϑ · ~η3
~η3

′ = − sinϑ · ~η2 + cosϑ · ~η3.Nyilván (~η2
′, ~η2

′) = (~η3
′, ~η3

′) = 1, (~η2
′, ~η3

′) = 0 tetsz®leges ϑ-nál ♣.***A hermitikus operátorok véges D-beli tulajdonságai a Hilbert-térben is érvényesekazzal a kiegészítéssel, hogy általános esetben egy adott hermitikus operátor sajátvek-torai részben lehetnek diszkrétek, részben folytonosak. A sajátérték-spektrum ennekmegfelel®en egy diszkrét és egy folytonos részre bomlik. A folytonos spektrumhoztartozó sajátvektorok δ-függvényre normálhatók.A két legalapvet®bbH-beli hermitikus operátor a folytonos változóval való szorzásés a folytonos változó szerinti deriválás operátora (ez utóbbi (−i)-vel szorozva). Tár-gyalásukat azonban kés®bbre halasztjuk, amikor már meg tudjuk jelölni a helyüketa kvantumelmélet matematikai apparátusán belül. Ezért a matematikai el®készítéstmost megszakítjuk és áttérünk a kvantumme
hanika alapelveinek a tárgyalására.3.21. Az x-tengely mentén mozgó tömegpont állapotvektoraKlasszikus me
hanikai állapoton a Me
hanika-jegyzet 1.30 fejezete szerint a koordiná-ták és az impulzusok összeségét értjük (egy adott pillanatban). Spe
iálisan 1 szabad-sági foknál (f = 1), amikor a mozgás az x-tengely mentén történik, az állapotot az xés a p értéke határozza meg.A kvantumme
hanikai állapot fogalma ennél összehasonlíthatatlanul absztraktabb:az x-tengely mentén mozgó tömegpont állapotát a Hilbert-tér normált vektorai hatá-rozzák meg. Ebben az összefüggésben a Hilbert-teret 
élszer¶ Hx-el jelölni, utalva rá,hogy az x-tengely mentén mozgó tömegpont Hilbert-terér®l van szó.34



Egy ~ψ ∈ Hx vektor 
sak akkor lehet állapotvektor (
sak akkor tartozik hozzá �-zikai állapot), ha normálható. A különböz® normálható vektorok különböz® �zikaiállapotokat határoznak meg. Kivétel az az eset, amikor 
supán fázisfaktorban (eiκ ala-kú egységnyi abszolút érték¶ komplex szorzóban) különböznek � ekkor mindkettenugyanazt az állapotot reprezentálják12.A Bohr-Sommerfeld modellben az állapotok a kvantumfeltételek által kiválasz-tott klasszikus mozgások voltak. A kvantumme
hanikában err®l szó sem lehet �a Hilbert-tér normálható vektorai által meghatározott állapotokhoz semmiféle meg-szokott értelemben vett mozgás sem rendelhet®. Egy szempontból azonban a Bohr-Sommerfeld modell valamint a kvantumme
hanika állapot-fogalmai között van egymély kap
solat: mint látni fogjuk, a kvantumme
hanika állapotai között vannak olya-nok, amelyeket ugyanazok a kvantumszámok jellemeznek, mint a Bohr-Sommerfeldmodell kiválasztott pályáit.Így pl. a lineáris harmonikus osz
illátor kvantumállapotait a ~ψn (n = 0, 1, 2, · · ·)állapotvektorok, a hidrogénatom elektronjának kvantumállapotait pedig a ~ψnlm (n =
1, 2, 3 · · · , l = 0, 1, 2, · · · ,−l ≤ m ≤ l) állapotvektorok jellemzik (ez utóbbiaknem aHx, hanem a három dimenziós mozgásokhoz tartozóHxyz Hilbert-tér vektorai).A kvantumme
hanika és a Bohr-Sommerfeld modell állapot-fogalma között vanmég egy egészen alapvet® különbség, ami abból következik, hogy egy vektortér kétvektorának bármely lineárkombiná
iója is vektor. Mivel a Hilbert-tér is vektortér,amelynek (normálható) vektorait a �zikai állapotokkal hoztuk kap
solatba, ezért akvantumme
hanikában érvényes az állapotok szuperpozí
iójának elve: két kvantumál-lapot (állapotvektorainak) tetsz®leges lineárkombiná
iója is egy lehetséges �zikai álla-pot (állapotvektora). A Bohr-Sommerfeld modellben ilyesmir®l természetesen szó semlehet, hiszen két klasszikus mozgás (trajektória) lineárkombiná
iója nem egy lehetsé-ges mozgás (trajektóriája); a newtoni me
hanika mozgásegyenletei nemlineárisak, aszuperpozí
ió elve nem érvényes rájuk.A kvantumme
hanikai szuperpozí
ió elv következtében a lineáris harmonikus osz-
illátor � mondjuk � ~ψ1 és ~ψ2 állapota mellett létezik az α~ψ1 + β ~ψ2 állapot is,amely �zikailag mind ~ψ1-t®l mind ~ψ2-t®l különbözik. A hidrogénatomnál pedig lehet-ségesek például az olyan ~ψnlm állapotvektorok lineárkombiná
iói, amelyek 
sak az mkvantumszámban különböznek egymástól.Ez a lehet®ség oldja meg a térbeli kvantálás problémáját (11.fejezet), amely akvantumme
hanikában nem lép fel. Ebben az elméletben ugyanis nem igaz az, hogyaz impulzusmomentum z-tengelyre vetett vetülete minden lehetséges állapotban h̄m,ahol az m egész szám. Mint látni fogjuk, a különböz® m-j¶ ~ψnlm-ekb®l képzett li-neárkombiná
iók olyan állapotot határoznak meg, amelyben az impulzusmomentum
z-komponense a h̄-nak nem egész számú többszöröse.12Az indoklást a Mérési posztulátumok 
. fejezetben adjuk meg.

35



3.22. A �zikai mennyiségek mint operátorokDe hogyan lehet kiválasztaniHx vektorai közül azokat, amelyek különböz® el®re meg-határozott �zikai tulajdonságokkal rendelkez® objektum kvantumállapotai?A �zikai állapotok és az ®ket reprezentáló állapotvektorok kap
solatának a me-gállapítását azzal kezdjük, hogy összefüggést teremtünk a mozgó tömegpont �zikaitulajdonságai és Hx vektorai között.1.Állítás: A tömegpontot jellemz® �zikai mennyiségeknek hermitikus operátorokfeleltethet®k meg, amelyek Hx vektoraira hatnak.Pontosítsuk az állítást. Fizikai mennyiségen az olyan dinamikai mennyiségeketértjük, mint pl. az energia, impulzusnyomaték, amelyek a koordináták és az impul-zusok (sebességek) függvényei, és a mozgás során változtathatják az értéküket. Akonstans paramétereket (tömeg, töltés) nem soroljuk a �zikai mennyiségek közé.2.Állítás: Egy �zikai mennyiség operátorát úgy kapjuk meg, hogy a szóbanfor-gó mennyiség klasszikus me
hanikai képletében a koordinátákat és az impulzusokatoperátorokkal helyettesítjük.Elegend® tehát ismernünk a koordináták és az impulzusok operátorait, az x-ten-gely menti mozgásoknál az x̂ és a p̂ operátort. Ha ezeket ismerjük, akkor pl. a lineá-ris harmonikus osz
illátor energiájának operátorát (az u.n. Ĥ Hamilton-operátort) az
(

1

2m
p̂2 +

D

2
x̂2

) formula adja meg. Az x̂ és a p̂ operátorok konkrét matematikai alak-ját a Heisenberg-féle vagy kanonikus fel
serélési relá
iókból olvashatjuk ki, amelyek akvantumme
hanika alpvet® posztulátumai. Spe
iálisan f = 1-nél egyetlen fel
serélésirelá
ióról van szó, amely a következ®:
[x̂, p̂] = ih̄. (35)A (27)-b®l világos, hogy ha x̂-t az x-el való szorzás operátorának, p̂-t pedig h̄

i

d

dx
-nek választjuk (ezek � mint láttuk, � hermitikus operátorok), akkor (35) teljesül.Matematikai tétel (a Neumann-Stone tétel) garantálja, hogy a �zikai következményekszempontjából minden más választás ezzel ekvivalens.A következ® fejezetben megvizsgáljuk az x̂ és a p̂ operátorok tulajdonságait, mostazonban folytassuk a �zikai tulajdonságok és az állapotvektorok kap
solatának azelemzését. Vegyünk egy tetsz®leges �zikai mennyiséget (jelöljük A-val), amelyhezaz Â operátor tartozik (ilyen volt pl. a lineáris harmonikus osz
illátor energiája).Érvényes a további két állítás:3.Állítás: Az A �zikai mennyiség lehetséges értékei az Â operátor sajátértékeivel(az Â spektrumával) egyeznek meg.4.Állítás: Amikor az A értéke α-val egyenl® (amely Â valamelyik sajátértéke), atömegpont állapotvektora az Â operátor α sajátértékhez tartozó (normált) sajátvek-torával egyezik meg.Legyen ~ψ tetsz®leges (normált) állapotvektor. Mi lesz a mérés eredménye (kime-netele), ha a ~ψ állpotvektorú rendszeren megmérjük az A �zikai mennyiséget?36



A 3.állítás szerint az Â operátor valamelyik sajátértékét kapjuk eredményül. Akvantumme
hanika 
sak azt mondja meg, hogy az egyes sajátértékeket milyen való-szín¶séggel kapjuk mérési eredményként. A valószín¶ség kiszámítására vonatkozik azutolsó állítás:5.Állítás: Mint kés®bb részletesebben kifejtjük, ha az A mennyiséget egy ~ψ álla-potvektorú rendszeren megmérjük, az α sajátértéket
Wα = |(~ϕα, ~ψ)|2valószin¶séggel kapjuk meg a mérés során. A képletben ~ϕα az Â operátor α sajátér-tékhez tartozó (normált) sajátvektora.A felsorolt öt állítás az x̂ és a p̂ matematikai alakjának az ismeretében f = 1-nél lehet®vé teszi az állapotvektor megtalálását egy �zikai mennyiség értékének azalapján, valamint az ismert állapotú rendszeren végezhet® mérések eredményének akiszámítását. ***Hogyan lehetett erre rájönni?Rendkívüli intuí
ió kellett hozzá, ami azóta is megérdemelt 
sodálat tárgya.Az új me
hanikát egymástól eltér® gondolatmenetek alapján találta meg (24 éveskorában) W.Heisenberg (1925) és � L. de Broglie elképzelését (1923) követve �E.S
hrödinger (1926). A két módon kapott elmélet els® látásra gyökeresen különbö-zött egymástól, de S
hrödinger megmutatta, hogy ugyanannak a �zikai elméletnekkét különböz® matematikai megfogalmazásáról van szó. De Broglie és S
hrödingeralapgondolatát a tárgyalásunk egy kés®bbi pontján ismertetjük. Most Heisenberggondolatmenetét próbáljuk meg vázolni.Heisenberg sokkal súlyosabbnak érezte a Bohr-Sommerfeld modell és a spektrá-lis hasonlóság elve közötti ellentmondást, mint kvantumelmélettel foglalkozó kollégái.Úgy gondolta, hogy ha az elektron valóban a Bohr-Sommerfeld kvantumfeltételek ál-tal kijelölt pályán mozogna, semmiképpen sem sugározhatna olyan frekven
ián, ami amozgási frekven
iának (ωn-nek) nem felharmónikusa. Márpedig a Bohr-Sommerfeldmodell szerint a hidrogénatom elektronjával pontosan ez történik. Ebb®l Heisenbergazt a radikális következtetést vonta le, hogy téves a Bohr-Sommerfeld modellnek azaz elképzelése, amely szerint a kvantumállapotok spe
iális kvantumfeltételek által ki-választott klasszikus pályákkal13 azonosíthatók. Úgy látta, hogy az ellentmondás aspektrális hasonlóság elvével 
sak azon az áron szüntethet® meg, ha az elektron való-ságos atombeli viselkedése a me
hanikai mozgás minden korábbi elképzelését®l gyöke-resen különbözik, és ennek következtében semmilyen korábbi állítás, így a spektrálishasonlóság elve sem vonatkoztatható rá.13Pontosabb volna trajektóriát mondanunk, de megmaradunk a rövidebb �pálya� kifejezésnél.37



A Heisenberg el®tt álló kérdés tehát a következ® volt: hogyan lehetne az elektronatombeli kvantumállapotának a fogalmát tartalmas módon fenntartani anélkül, hogyazt a me
hanikai mozgás bármiféle ismert formájához kap
solnánk?Az egyedüli biztos dolog, amit az atomról tudunk � vélte Heisenberg �, a kisu-gárzott fény spektruma. A Maxwell-elektrodinamika szerint a dipólsugárzás spektru-mát a sugárzó rendszer ~p(t) dipólnyomaték vektorának a második id®beli deriváltjahatározza meg. Periódikus mozgásnál (Elektrodinamika jegyzet 39. fejezet) a ~p(t)Fourier-sorba fejthet® az ω alapfrekven
ia felharmónikusai szerint:
~p(t) = ~p0 + ~p1 · cosωt+ ~p2 · cos 2ωt+ ...(v.ö. ay Elektrodinamika jegyzet (177) képletével). Vegyük ennek az egyenletnek az

x-vetületét. Mivel ~p = e~r, ezt kapjuk:
x(t) = x0 + x1 · cosωt+ x2 · cos 2ωt+ ....Az xm (m = 0, 1, 2, ...) az m-ik felharmónikus amplitúdója az elektron periódikusanváltozó helykoordinátájának x-komponensében.Ha a mozgás az n-ik Bohr-pályán történik, akkor ezt 
élszer¶ a képletben expli
itefeltüntetni:

x(t;n) = x0(n) + x1(n) · cosωnt+ x2(n) · cos 2ωnt+ ....Az xm(n) amplitúdóban az n index az n-ik kvantumállapotra, azm pedig az elekt-ron n-idex¶ pályán történ® mozgásában az m-ik felharmónikusra utal. De az elekt-ronpályáktól meg akarunk szabadulni, a kvantumállapot fogalmát Bohr-pálya nélkülakarjuk fenntartani! Van-e mód arra, hogy ezt az m indexet kvantumállapotot jelöl®kvantumszámmal helyettesítsük?A korresponden
ia limeszben � mint láttuk �, ez lehetséges, ugyanis az m-ikfelharmónikus az n −→ n − m = n′ átmenetben sugárzódik ki. Ezért ebben a li-meszben xm(n)-t átjelölhetjük xnn′ -re, amelyben már 
sak kvantumállapotokra utalókvantumszámok fordulnak el®.Már Bohr észrevette, hogy a Maxwell-elmélet dipólsugárzásra vonatkozó
P =

1

12πǫ0c3

∞
∑

m=1

(mω)4p2
mformulája (Elektrodinamika jegyzet (180) képlet) a tapasztalat szerint a korrespon-den
ia-limeszben az atom n −→ n′ átmenetben történ® sugárzásra is érvényes, habenne mω helyébe az ωnn′ =

En − En′

h̄
körfrekven
iát helyettesítjük, pm-t pedig az

n-kvantumszámú pályán történ® mozgásból számítjuk ki. A korresponden
ia-elv alap-ján ez várható is volt. A korresponden
ia-limeszen kívül azonban ez az eljárás nemadott a tapasztalattal egyez® sugárzási intenzitásokat.38



Heisenberg � ennek ellenére � az így kapható formulát érvényesnek fogadta eltetsz®leges n −→ n′ átmenetnél, de azzal a módosítással, hogy pm-t nem hozta össze-függésbe a Bohr-pályával, hanem exnn′ -vel helyettesítette. Ez a lépés azzal indokol-ható, hogy a így kapott képletben már 
sak az állapotok kvantumszámai fordulnakel®, nin
s benne utalás elektronpályákra.De hogyan lehet xnn′ -t elektronpályák nélkül kiszámítani? Csak egy módon: haa Newton-egyenleteket olyan új mozgásegyenletekkel helyettesítjük, amelyek a pályátmeghatározó x(t), y(t), z(t) függvények helyett magukat az xnn′-ket (és a hasonlójelleg¶ ynn′ , znn′ koef�
ienseket) tartalmazzák ismeretlenként.Ez az a lépés, ami teljesen új me
hanikai elméletbe vezet át és értelmet ad azeddigi átalakításoknak. Heisenberg sikeresen oldotta meg ezt a feladatot, a korres-ponden
ia-elv gondos analízise alapján képes volt felírni az új mozgásegyenleteket,amelyek ma az ® nevét viselik14.Miközben mindezt végiggondolta, Heisenbergnek nem volt tudomása arról, hogyléteznek mátrixok. Ezért azt sem tudhatta, hogy az xnn′ számok, amelyeket beveze-tett és alaptulajdonságaikat is felderítette, egy x̂mátrix elemei, és új mozgásegyenleteiaz x̂(t) mátrixra vonatkozó mátrixegyenletek. Erre id®sebb kollégája, Max Born hívtafel a �gyelmét. Kés®bb világossá vált � nem utolsó sorban Neumann János munkás-sága nyomán �, hogy az x̂ mátrix a Hilbert-tér operátoraként is felfogható, és nagyonhamar, már a húszas évek végére kialakult a kvantumme
hanika mai formája.A Bohr-Sommerfeld modellben az elektron mozgása az els®dleges, a me
hanikaimozgások közül választjuk ki azokat, amelyek meghatározzák a lehetséges kvantumál-lapotokat. Heisenberg törekvésének a lényege az volt, hogy ezt a viszonyt megfordítsa:a kvantumállapot fogalmát tekintette alapvet®nek, a kvantumállapotok összesége az,ami � feltevése szerint �, az elektron viselkedését meghatározza. Ezért kezdtük miis a kvantumme
hanika tárgyalását az állapot fogalmával. Heisenberg várakozásávalösszhangban az új me
hanika szerint az elektron viselkedése egyáltalán nem foghatófel me
hanikai mozgásként (ezért válik lényegtelenné a spektrális hasonlóság elve), és
sak a korresponen
ia-limeszben kezd a mozgásra hasonlítani.3.23. Az x̂ és a p̂ operátor Hx-benMint már szó volt róla, ha x̂-nek az x-el való szorzás operátorát, p̂-nek pedig az
x-szerinti deriválás h̄/i-szeresét választjuk, akkor a (35) kanonikus 
sererelá
ió telje-sül. Valóban, legyen a ~ψ a Hx tetsz®leges vektora, amelynek komponenseit a ψ(x)függvény adja meg (aHx-ben a folytonos komponenst meghatározó föggvényargumen-tumot, amelyet korábban u-val vagy v-vel jelöltünk, többnyire 
élszer¶ x-el jelölni).Akkor

[

x,
h̄

i

d

dx

]

ψ =
h̄

i

(

x
dψ

dx
− d

dx
(xψ)

)

= − h̄
i
ψ = ih̄ψ.14Mi ennek az egyenletnek a S
hrödinger által felfedezett alakját fogjuk használni.39



Láttuk (31.és 33.feladat), hogy ez a két operátor hermitikus. Keressük meg asajátfüggvényeiket és a sajátértékeiket.Jelöljük az x̂ operátor valamelyik sajátértékét a-val, a hozzá tartozó sajátvektortpedig ~ea-val (Dira
-jelölésben ~ea ≡ |a〉 vagy pontosabban |x = a〉). Ennek a sajátvek-tornak a komponensei az ea(x) függvény értékei a különböz® x-eknél. Annak feltétele,hogy ez valóban az a sajátértékhez tartozó sajátvektor legyen, nyilván az
x̂~ea = a~ea. (36)sajátértékegyenlet teljesülése, amely a komponensek nyelvén a következ®:

x · ea(x) = a · ea(x). (37)Elég nyilvánvaló, hogy az ilyen tulajdonságú függvény nem lehet más, mint a
δ(x− a) konstansszorosa:

ea(x) = N · δ(x− a). (38)Valóban, a δ(x− a) alaptulajdonságából következik, hogy ha megszorozzuk egy f(x)függvénnyel, akkor f(x)-ben az x-t helyettesíthetjük a-val, hiszen x 6= a-nál δ(x− a)úgyis zérus. Ha ezt az észrevételt az f(x) = x-re alkalmazzuk, akkor éppen a (37)egyenletre jutunk.Ebben a gondolatmenetben semmiféle kikötést sem kell tennünk a értékére, ezértaz x̂ operátor spektruma folytonos az egész (−∞,∞) intervallumban. A különböz®sajátértékekhez tartozó sajátvektorok ortogonálisak egymásra, és ha N = 1-t válasz-tunk, deltára normáltak:
(~ea, ~eb) =

∫

dx ea(x)∗eb(x) =

∫

dx δ(x− a)δ(x − b) = δ(b − a).A (38) és a (21) összevetése mutatja, hogy az ea(x) függvények deltára normáltbázist határoznak megHx-ben. Fejtsük kiHx tetsz®leges ~ψ vektorát ennek a bázisnakaz elemei szerint15:
~ψ =

∫

dx · ψ(x)~ex. (39)Az x̂ ~ψ vektor komponensei az xψ(x) függvények. Ez így látható:
x̂ ~ψ = x̂

∫

dx · ψ(x)~ex = (x̂ lineáris) =

∫

dx · ψ(x)x̂~ex
(36)
=

∫

dx · ψ(x)x~ex,15A fejezet eddigi képleteiben az x̂ operátor sajátvektorait megkülönböztet® indexet (sajátértéket)
a-val, a komponenseket megkülönböztet® függvényargumentumot pedig x-el jelöltük. A további-akban azonban az a helyett is gyakran x-t írunk. Ez természetesen megengedett, hiszen a jelölésrehasznált bet¶ önkényesen választható. Csak azt kell észben tartani, hogy az indexben álló mennyiséga sajátvektorokat, a zárójelben álló függvényargumentum pedig az egyes sajátvektorok (folytonos)komponenseit különbözteti meg egymástól. 40



ahonnan a (39)-el való összehasonlítás alapján leolvasható, hogy x̂ ~ψ hullámfüggvényevalóban xψ(x)-el egyenl®.Amikor a Hilbert-tér vektorait az x̂ sajátvektoraiból álló bázisra vonatkoztatjuk(vagyis a ~ψ-ket a ψ(x) függvényekkel adjuk meg), akkor azt mondjuk, hogy koordiná-tareprezentá
ióban dolgozunk. A ψ(x) függvényt a ~ψ (koordinátareprezentá
ió-beli)hullámfüggvényének, a sajátvektorok hullámfüggvényeit pedig sajátfüggvényeknek ne-vezzük. Így pl. ea(x) az x̂ operátor a sajátértékhez tartozó sajátfüggvénye. Utolsóegyenletünk tartalma pedig így fogalmazható: koordinátareprezentá
ióban az x̂ ope-rátor hatása az, hogy a hullámfüggvényt x-el szorozza.Koordinátareprezentá
ióban a p̂ operátor hatása az, hogy � mint már láttuk, �a hullámfüggvény deriváltját h̄/i-vel szorozza:
p̂ ~ψ =

∫

dx · h̄
i

dψ(x)

dx
~ex.Kérdés: mik a p̂ operátor sajátértékei és sajátvektorai?Jelöljük a sajátértéket p-vel, a hozzá tartozó sajátvektort pedig ~ep-vel (~ep ≡ |p〉).A sajátértékegyenlet

p̂~ep = p~ep,amely koordinátareprezentá
ióban a következ®:
h̄

i

dep(x)

dx
= pep(x).Behelyettesítéssel ellen®rizhet®, hogy az egyenlet megoldása

ep(x) = N · e
i

h̄
px
,amely akkor lesz deltára normált, ha a szabadon választható N normálási tényez®értéke 1√

2πh̄
:

ep(x) =
1√
2πh̄

e

i

h̄
px
. (40)A deltára való normáltság igazolása:

(~ep′ , ~ep) =

∫ ∞

−∞
dx e∗p′(x)ep(x) =

1

2πh̄

∫ ∞

−∞
e

i

h̄
(p− p′)x

dx =

=
1

2π

∫ ∞

−∞
ei(p− p

′)x′dx′ = δ(p− p′).

(41)
41



Az utolsó el®tti lépésben bevezettük az x′ = x/h̄ új integrá
iós változót, az utolsóegyenl®séget pedig a fejezet függelékében igazoljuk. A gondolatmenetben a p értékétsemmi sem korlátozza. ezért a p̂ spektruma is a teljes (−∞,∞) számegyenes.Foglaljuk össze mégegyszer a hely és az impulzus operátoraira vonatkozó képlete-ket:
x̂~ex = x~ex (~ex, ~ex′) = δ(x− x′) (−∞ < x, x′ <∞) (42)
p̂~ep = p~ep (~ep, ~ep′) = δ(p− p′) (−∞ < p, p′ <∞). (43)Az ~ep vektorok szintén alkalmasak arra, hogy bázisként használjuk ®ket. Ha ezttesszük, akkor azt mondjuk, hogy impulzusreprezentá
ióban dolgozunk. Ekkor

~ψ =

∫

dp · ψ(p)~ep,ahol ψ(p) a ~ψ hullámfüggvénye impulzusreprezentá
ióban.Nem nehéz belátni, hogy impulzusreprezentá
ióban a p̂ operátora a p-vel valószorzás:̂
p~ψ = p̂

∫

dp · ψ(p)~ep = (p̂ lineáris) =

∫

dp · ψ(p)p̂~ep =

∫

dp · ψ(p)p~ep.De akkor az x̂ operátor impulzusreprezentá
ióban nem lehet más, mint az impulzusszerinti deriválás ih̄-szorosa, ugyanis 
sak ebben az esetben teljesül a Heisenberg-félefel
serélési törvény:
[

ih̄
d

dp
, p

]

ψ = ih̄

(

d

dp
(pψ)− pdψ

dp

)

= ih̄ψ.Az x̂ és a p̂ sajátfüggvényeit impulzusreprezentá
ióban ugyanazzal a gondolat-menettel lehet megtalálni, mint koordinátareprezentá
ióban. Az impulzusoperátor csajátértékhez tartozó deltára normált sajátfüggvényei az
ec(p) = δ(p− c)függvények, a koordinátaoperátor sajátfüggvényei pedig az

ex(p) =
1√
2πh̄

e
− i
h̄
pxexponensek. Mint látjuk, ex(p) = ep(x)

∗. Ennek így is kell lennie, hiszen ep(x) �de�ní
ió szerint � az ~ep vetülete16 ~ex-re:
ep(x) = (~ex, ~ep),16A vetület számítását a 6. és a 17.feladat képletei adják meg.42



míg ex(p) � a de�ní
iója szerint � az ~ex vetülete ~ep-re:
ex(p) = (~ep, ~ex).A skalárszorzat hermi
itásából következik, hogy ezek egymás komplex konjugáltjai.A reprezentá
ió választása ahhoz hasonló, mint amikor pl. me
hanika feladatmegoldásakor koordinátarendszert választunk. A választás önkényes, a 
élszer¶ségdiktálja. Az értelmes �zikai kérdésekre adott válaszokat ugyanis mindig két operátoregy-egy sajátvektorának a skalárszorzataként kapjuk meg17, és a skalárszorzat értékefüggetlen a bázis megválasztásától.A Hilbert-teret nem tudjuk másként elképzelni, mint két- vagy háromdimenziósvalós vektorteret. Ez nagyon tökéletlen analógia, mégis minden problémánál tisztáznikell, mi felelne meg az analóg feladatnak a háromdimenziós térben. Az analógia fon-tos eleme, hogy a háromdimenziós tér objektumaival (asztal, szék) a Hilbert térbena �zikai mennyiségek operátorai állíthatók párhuzamba: az operátorok ortonormált(vagy deltára normált) sajátvektor-rendszere felel meg az objektumokhoz rögzített(az objektumok orientá
ióját meghatározó) irányoknak a geometriai térben. A �zi-kailag értelmes kérdések mindkét esetben az egyik kitüntetett bázisnak a másikhozviszonyított relatív helyzetére vonatkoznak.Függelék: A delta-függvény integrál-el®állítása.Legyen

1

2π

∫ b

−b

eiξudu = δb(ξ). (44)Megmutatjuk, hogy δb(ξ) közelít® delta-függvény, mivel b −→∞-nél delta-függvénnyéválik.A baloldali integrálás könnyen elvégezhet®. Eredményül ezt kapjuk:
δb(ξ) =

sin bξ

πξ
.Vegyünk most egy f(ξ)-t, amely az origóban jól viselkedik és vizsgáljuk az

∫ ∞

−∞
f(ξ)δb(ξ)dξ =

1

π

∫ ∞

−∞
f(ξ)

sin bξ

ξ
dξintegrált. A jobboldalon ξ = x/b változóhelyettesítés után az

∫ ∞

−∞
f(ξ)δb(ξ)dξ =

1

π

∫ ∞

−∞
f
(x

b

) sinx

x
dx17Ld. az 5.állítást az el®z® fejezetben, valamint a Mérési posztulátumok 
. fejezeteket.43



egyenl®ségre jutunk. Amikor b −→ ∞, f (x
b

)

−→ f(0) = konstans és a fennmaradóintegrál értéke π:
∫ ∞

−∞

sinx

x
dx = π.Így

∫ ∞

−∞
f(ξ) lim

b→∞
δb(ξ)dξ = f(0),ami mutatja, hogy lim

b→∞
δb(ξ) = δ(ξ), ahogy állítottuk.Ha most (44)-ben b-vel végtelenhez tartunk, a fontos

1

2π

∫ ∞

−∞
eiξudu = δ(ξ) (45)képletre jutunk, amely igazolja (41) utolsó egyenl®ségét.***37.Feladat: Mutassuk meg, hogy a ~ψ = N ·

∫ b

a

dx ·~ex vektor alkalmas N válasz-tással 1-re normálható.Megoldás:
(~ψ, ~ψ) = N2

∫ b

a

dx

∫ b

a

dx′(~ex, ~ex′) = N2

∫ b

a

dx

∫ b

a

dx′δ(x − x′) =

= N2

∫ b

a

dx = N2(a− b) = 1,ahonnan N = 1/
√
a− b.♣Az ~ex sajátvektorok � mivel folytonos spektrumhoz tartoznak, � önmagukbannem normálhatók: (~ex, ~ex) = δ(0) =∞. A feladat azonban mutatja, hogy ha ezekb®la vektorokból akármilyen sz¶k (a, b) intervallumra kiterjed® szuperpozí
iót képzünk,normálható vektort kapunk, amely meghatároz valamilyen �zikai állapotot. Ezt atényt képletesen úgy is kifejezhetjük, hogy a folytonos spektrum deltára normált sa-játállapotai (vagyis egy folytonos bázis vektorai) valójában "nagyon közel vannak" anormálható vektorokhoz.38.Feladat: Az N alkalmas megválasztásával normáljuk 1-re a ~ϕ = N

∫ p2

p1

dp ·~epvektort, és számítsuk ki ϕ(x) hullámfüggvényét koordinátareprezentá
ióban.Megoldás: Az el®z® feladathoz hasonlóan N = 1/
√
p2 − p1. Továbbá

ϕ(x) = (~ex, ~ϕ) = N

∫ p2

p1

dp (~ex, ~ep) = N

∫ p2

p1

ep(x) = (40) =44



=
N√
2πh̄

∫ p2

p1

dp e

i

h̄
px

=
N√
2πh̄

· h̄
x
· 1
i



e

i

h̄
p2x − e

i

h̄
p1x


 .Ha p2 = p+
1

2
∆p és p1 = p− 1

2
∆p, akkor N = 1/

√
∆p és

ϕ(x) =

√

h̄

2π∆p
·e
i

h̄
px
· 2
x
· 1
2i



e

i

h̄
x

∆p

2 − e
− i
h̄
x

∆p

2



 =

√

2h̄

π∆p
·e
i

h̄
px
· 1
x

sin

(

x ·∆p
2h̄

)

,amit még a
ϕ(x) =

√

∆p

2πh̄
· e
i

h̄
px
·
sin
(

x ·∆p
2h̄

)

(

x ·∆p
2h̄

)alakban is írhatunk.♣3.24. A szabad tömegpont Hamilton-operátoraAz energia koordinátán és impulzuson keresztül kifejezett alakját Hamilton-függvény-nek18, az energiaoperátor koordináta- és impulzus-operátoron keresztül kifejezett for-máját Hamilton-operátornak nevezzük.Az x-tengely mentén szabadon mozgó tömegpont Hamilton-operátora
Ĥ =

1

2m
p̂2.A p̂ operátor ~ep sajátvektorai Ĥ-nak is sajátvektorai p2

2m
sajátértékkel:

Ĥ~ep =
p2

2m
~ep.Bármilyen p2/2m lehet sajátérték. Mindegyikhez két egymásra ortogonális sajátvek-tor tartozik (~ep és ~e−p a megfelel® p-vel), az energia-sajátértékek tehát kétszeresenelfajultak.Általában, ha F (p) a p polinómja (vagy Taylor-sorba fejthet® függvénye), akkor

F (p̂)~ep = F (p)~ep.Ez az állítás nyilvánvaló és összefér azzal a tétellel, hogy két operátornak 
sak akkorvan közös sajátvektorrendszere, ha fel
serélhet®k egymással (kommutálnak).Hasonlóan,
F (x̂)~ex = F (x)~ex.18Me
hanika 1.30 fejezet. 45



3.25. A harmonikus osz
illátor Hamilton-operátoraA 
ímbeli Hamilton-operátor a következ®:
Ĥ =

1

2m
p̂2 +

D

2
x̂2 =

1

2m
p̂2 +

mω2

2
x̂2 =

mω2

2

(

x̂2 +
1

m2ω2
p̂2

)

.Ennek az operátornak keressük az E sajátértékeit és ~eE sajátvektorait.Az operátor két tagból áll. Az el®z® fejezet alapján a kinetikus-tag sajátvektoraiaz ~ep-k, a poten
iális-energiái az ~ex-k. Mindkett® folytonos bázist alkot. Az összeg ~eEsajátvektorai természetesen ezek egyikével sem egyeznek meg és � mint látni fogjuk�, diszkrét bázis elemei.Vezessük be az
a =

√

mω

2h̄

(

x̂+
i

mω
p̂

)

a+ =

√

mω

2h̄

(

x̂− i

mω
p̂

)























(46)operátorokat, amelyek egymás adjungáltjai (a jelölés standard, nem szokás kalapottenni rájuk).Megmutatjuk, hogy
Ĥ = h̄ω

(

a+a+
1

2

)

.Igazolás:
h̄ω

(

a+a+
1

2

)

=
mω2

2

(

x̂− i

mω
p̂

)

·
(

x̂+
i

mω
p̂

)

+
1

2
h̄ω =

=
mω2

2

(

x̂2 +
1

m2ω2
p̂2

)

+
iω

2
[x̂, p̂] +

1

2
h̄ω,és ez valóban Ĥ-val egyenl®, mivel az utolsó két tag összege � a (35) következtében� zérus.A Ĥ-t 
élszer¶

Ĥ = h̄ω(n̂+ 1/2), (47)alakban írni, amelyben
n̂ = a+a.Az

(

f̂ ĝ
)+

= ĝ+f̂+ (48)képletb®l következik, hogy n̂ hermitikus. A sajátértékegyenlete
n̂~en = n~en.46



A ~en sajátvektorok azonosak a Ĥ sajátvektoraival és az n sajátértékek alapján egy-szer¶en kiszámítható E: E ≡ En = h̄ω(n+ 1/2).A Ĥ helyett el®nyösebb n̂-el dolgozni. A jelölés sugallja, hogy az n sajátértékegész szám. Hamarosan kiderül, hogy ez így is van, de most még tetsz®leges valósnakkell tekintenünk.39.Feladat: Igazoljuk a következ® képleteket
[ a, a+] = 1 (49)
[ n̂, a+] = a+ (50)

[ a, n̂] = a. (51)Igazolás: A (49) egy lépésben visszavezethet® (35)-ra.A (50) igazolása:
n̂a+ = a+aa+ = a+(aa+) = (49) = a+(1 + a+a) = a+(1 + n̂) = a+ + a+n̂,ahonnan leolvasható (50).A (51) a (50) adjungálásával kapható.♣40.Feladat: Igazoljuk, hogy n̂-nek nin
s negatív sajátértéke.Igazolás:

(~en, n̂~en) = n(~en, ~en) = (~en, a
+a~en) = (a~en, a~en).Mivel (~en, ~en) > 0 és (a~en, a~en) ≥ 0, ezért n ≥ 0. ♣41.Feladat: Igazoljuk, hogy a+~en az n̂ operátor (n + 1) sajátértékhez tartozósajátvektora, azaz

n̂(a+~en) = (n+ 1)a+~en.Igazolás:
n̂(a+~en) = (50) = (a+n̂+ a+)~en = (n+ 1)a+~en.Látni fogjuk (43.feladat), hogy a+~en 6= 0, ezért ha n sajátértéke n̂-nek, akkor azösszes (n + 1), (n + 2), (n + 3), ... is sajátérték, mert mindhez tartozik (nemzérus)sajátvektor.♣Terminológia: Az a+ és az a operátorokat léptet® operátoroknak nevezzük. Spe-
iálisan az a+ növel®, vagy kelt®, az a 
sökkent® vagy eltüntet® operátor. Ez utóbbielnevezést a következ® feladat indokolja:42.Feladat: Igazoljuk, hogy a~en az n̂ operátor (n − 1) sajátértékhez tartozósajátvektora, azaz

n̂(a~en) = (n− 1)a~en.♣47



Következmény: ha n sajátértéke n̂-nek, akkor az összes (n− 1), (n− 2), (n− 3), ... issajátérték.Láttuk, hogy n̂-nek nin
s negatív sajátértéke. A sajátértékek 
sökken® soroza-tának ezért meg kell szakadnia egy nmin ≥ 0 értéknél, ami akkor következik be, ha
a~enmin

= 0. Mekkora ez az nmin? Ezt úgy tudhatjuk meg, hogy n̂-el hatunk ~enmin
-re:

n̂~enmin
= nmin~enmin

De n̂ = a+a és a~enmin
= 0, ezért

n̂~enmin
= nmin~enmin

= 0,ahonnan következik, hogy nmin = 0.Összefoglalóan megállapíthatjuk, hogy az
n̂~en = n~ensajátértékegyenletben az n sajátértékek a nemnegatív egész számok, és az n = 0-hoztartozó ~en=0 sajátvektort az eltüntet® operátor nullába viszi át19:
a~en=0 = 0. (52)A (47) alapján az ~en-k Ĥ-nak is sajátvektorai

En = h̄ω

(

n+
1

2

)

n = 0, 1, 2, ... (53)sajátértékekkel. Ezek a harmónikus osz
illátor lehetséges energiái. A képlet 
saknempontosan azonos a Plan
k által megállapított (1) képlettel, amely a Bohr-Sommerfeldmodellb®l is megkapható (3.8 fejezet), annak ellenére, hogy ez a mostani tárgyalásmég 
sak nem is emlékeztet a Bohr-Sommerfeld modellben végzett számításra. Azenergiaszintek közötti távolság mindkét képlet szerint h̄ω-val egyenl®. Az alapállapot
E0 energiája azonban Plan
k képlete szerint nulla, a kvantumme
hanikai (53) alapjánviszont 1

2
h̄ω, amelyet zéruspont energiának, vagy nullpontenergiának neveznek. Anullpontenergia léte kisérletekben igazolható.43.Feladat: Mutassuk meg, hogy

a+~en =
√
n+ 1 · ~en+1 (54)

a~en =
√
n · ~en−1. (55)A (54) igazolása: Azt már tudjuk (41.feladat), hogy a baloldal arányos ~en+1-el. Csaka √n+ 1 arányossági tényez® helyességét kell igazolni annak alapján, hogy az ~en és19A következ® fejezetben látni fogjuk, hogy (52)-nak 
sak egy megoldása van, ezért az ~e0 saját-vektorhoz, valamint a bel®le a kelt® operátor segítségével képezhet® ~e1, ~e2, ... vektorokhoz tartozósajátértékek egyike sem elfajult. 48



az ~en+1 normája ugyanaz (és 1-el egyenl®):
(~en+1, ~en+1) =

1

n+ 1
(a+~en, a

+~en) =
1

n+ 1
(~en, aa

+~en) = (49) =

=
1

n+ 1
(~en, (a

+a+ 1)~en) =
1

n+ 1
(~en, (n̂+ 1)~en) = (~en, ~en).Ez az egyenl®ség mutatja, hogy ha ~en 6= 0, akkor a+~en nem lehet nullvektor.A (55) hasonló módon igazolható, vagy pedig úgy, hogy (54)-re a-val hatunk.♣3.26. A harmonikus osz
illátor Hamilton-operátorának saját-függvényeiAz ~ex (−∞ < x < ∞), az ~ep (−∞ < p < ∞) és az ~en (n = 0, 1, 2, · · ·) vekto-rok három deltára normált, ill. ortonormált bázist feszítenek ki a Hx Hilbert-térben.Ezek különböz® bázisok, ugyanis az egyik bázis bármely kiválasztott elemének a másikkét bázis összes bázisvektorára van nemzérus vetülete. Emlékeztetünk rá, hogy egy

~ψ vektornak egy ~e egységvektorra vetett vetületét az (~e, ~ψ) skalárszorzat adja meg,ezért az ~en bázisvektornak a másik két bázis elemeire vetett vetületei az
(~ex, ~en) = en(x) (~ep, ~en) = en(p)függvények, amelyek a lineáris harmonikus osz
illátor energiasajátállapotainak hul-lámfüggvényei koordináta- és impulzusreprezentá
ióban. Ezek a hullámfüggvények(energia-sajátfüggvények) mutatják meg, hogyan van orientálva az ~en diszkrét bázisaz ~ex, ~ep folytonos bázisokhoz képest Hx-ben. Ebben a fejezetben az en(x) és az en(p)sajátfüggvények meghatározásával foglalkozunk.Az alapállapot en=0(x) hullámfüggvénye az (52)-b®l határozható meg, ha a-t (46)-ból vesszük és felhasználjuk az x̂ és a p̂ alakját koordináta-reprezentá
ióban:

(

x̂+
i

mω
p̂

)

~en=0 = 0, (56)ahonnan
(

x+
h̄

mω

d

dx

)

en=0(x) = 0. (57)Ennek az egyenletnek 
sak egy differen
iálható megoldása van:
en=0(x) = C · e

−mω
2h̄

x2

.Ez normálható, és akkor lesz 1-re normált, ha C =
(mω

h̄π

)1/4.49



44.Feladat: Határozzuk meg az alapállapot hullámfüggvényét impulzus-repre-zentá
ióban.Megoldás: Impulzusreprezentá
ióban x̂ = ih̄
d

dp
, p̂ = p. Írjuk ezeket (56)-ba:

(

p+mh̄ω
d

dp

)

en=0(p) = 0,amelynek megoldását e0(x)-b®l az x→ p, mω → 1

mω
helyettesítéssel kapjuk:

en=0(p) = C′ · e
− p2

2h̄mω C′ =

(

1

πh̄mω

)1/4

.♣A (54)-b®l következik, hogy
~en =

1√
n!

(

a+
)n
~e0.Ez a képlet lehet®vé teszi az összes en(x) meghatározását e0(x) alapján. Koordinátareprezentá
ióban ugyanis

a+ =
1√
2

(

√

mω

h̄
x−

√

h̄

mω

d

dx

)

=
1√
2

(

ξ − d

dξ

)

,ahol
ξ =

√

mω

h̄
· x

x-t helyettesít® dimenziótlan változó. A ξ felhasználásával az alapállapot hullámfügg-vénye így írható:
en=0(x) = Ce

−1

2
ξ2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ξ=
√

mω
h̄

·x

.Ezek alapján
en(x) =

C√
n!

(

1√
2

)n(

ξ − d

dξ

)n

e
−1

2
ξ2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ξ=
√

mω
h̄

·x

.A jobboldal kifejezhet® a Hn Hermite-polinómokon keresztül, amelyeket a
Hn(ξ) · e

−1

2
ξ2

=

(

ξ − d

dξ

)n

e
−1

2
ξ250



összefüggés de�niál:
en(x) =

C√
n!

(

1√
2

)n

Hn(ξ)e
−1

2
ξ2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ξ=
√

mω
h̄

·x

.45.Feladat: Mutassuk meg, hogy
H0(ξ) = 1
H1(ξ) = 2ξ
H2(ξ) = 4ξ2 − 1
H3(ξ) = 8ξ3 − 12ξ
H4(ξ) = 16ξ4 − 48ξ2 + 12 s í.t.és a Hermite-polinómok segítségével diszkutáljuk az ala
sony index¶ en(x) energia-sajátfüggvényeket.♣3.27. A mérési posztulátumok (diszkrét spektrum)Ebben és a következ® fejezetben két kérdésre keressük a választ:Ha a ~ψ állapotú része
skén megmérjük az A �zikai mennyiség értékét, akkor1)mi lesz a mérés eredménye, és2)mi lesz a része
ske állapotvektora közvetlenül a mérés után?Az els® kérdésre a Born-hipotézis, a másodikra a projek
iós posztulátum adja mega választ. Ezek a kvantumelmélet mérési posztulátumai.Legyen az A-nak megfelel® Â operátor spektruma diszkrét:

Â~ei = ai~ei.A mérés eredménye az ai sajátértékek valamelyike. De közülük melyik? Amikor a ~ψtörténetesen éppen � mondjuk � ~e1, akkor a mérés a1-t ad. De mi van akkor, ha ~ψegyik sajátvektorral sem egyezik meg, hanem az ~en sajátvektorok tetsz®leges
~ψ = ψ1~e1 + ψ2~e2 + ψ3~e3 + ... (58)szuperpozí
iója?A Born-hipotézis szerint ebben az esetben a mérés eredménye lehet bármely sajá-térték. Annak Wi valószín¶sége, hogy az ai sajátértéket kapjuk, |ψi|2-el, a ~ψ vektor

~ei-re vetett vetületének abszolút érték négyzetével egyenl®20:
Wi = |(~ei, ~ψ)|2. (59)20Ezt a szabályt a 3.22 fejezetben el®zetesen már megfogalmaztuk.51



Valószín¶ségekr®l lévén szó, az el®írás helyességét 
sak úgy ellen®rizhetjük, ha na-gyon sok olyan része
skén (anszambl) végezzük el A mérését, amelyek mindegyikeugyanabban a ~ψ állapotban van. Legyen az elvégzett mérések száma N és legyen
Ni azoknak az eseteknek a száma, amikor ai-t kaptunk mérési eredményként. Akkor
N −→∞-nél az Ni/N relatív gyakoriság Wi-hez tart:

lim
N→∞

Ni

N
= Wi = |(~ei, ~ψ)|2.46.Feladat: Mutassuk meg, hogy ha ~ψ 1-re normált, akkor

∞
∑

i=1

Wi =

∞
∑

i=1

|(~ei, ~ψ)|2 = 1(az összegzés az ~ei-kre történik).Igazolás: Az ~ei-k teljes ortonormált bázist alkotnak és (~ei, ~ψ) = ψi a ~ψ vetülete
~ei-re. Mivel ~ψ 1-re normált, ezért vetületek abszolút-érték négyzeteib®l képzett összeg� ami éppen ∑∞

i=1Wi, � 1-el egyenl®.♣47.Feladat: Igazoljuk, hogy ~ψ és eiϕ ~ψ két olyan állapotvektor, amelyek közöttsemmilyen méréssel sem lehet különbséget tenni és ezért ugyanazt a �zikai állapototreprezentálják.Igazolás: Akármilyen �zikai mennyiséget mérjünk is, a mérési eredményeket meg-határozó valószín¶ségek mindkét állapotvektorra azonosak:
|(~ei, e

iϕ ~ψ)|2 = |(~ei, ~ψ)|2.Ez a magyarázata annak, hogy ~ψ és eiϕ ~ψ ugyanazt a �zikai állapotot írja le (3.21fejezet).♣48.Feladat: Mutassuk meg, hogy a mérési eredmények átlagértéke (várható ér-téke) (~ψ, Â~ψ)-vel egyenl®.Igazolás: Jelöljük az átlagértéket 〈Â〉-el. A mérési eredmények átlagértékén � aszokásos módon � a valószín¶ségükkel súlyozott összegüket értjük:
〈Â〉 ≡ a1W1 + a2W2 + a3W3 + ... = a1|ψ1|2 + a2|ψ2|2 + a3|ψ3|2 + ...Ez az összeg az (58), valamint az

Â~ψ = ψ1a1~e1 + ψ2a2~e2 + ψ3a3~e3 + ...vektorok skalárszorzata, tehát valóban
〈Â〉 = (~ψ, Â~ψ).♣52



Áttérünk a 2.kérdésre. A projek
iós posztulátum szerint az ai eredményt adó mé-rés utáni pillanatban az állapotvektor már nem az eredeti ~ψ, hanem a ~ψ 1-re normáltvetülete az ~ei irányra (tehát maga ~ei):
ai kimenetel¶ mérésnél ~ψ =⇒ ~ei.Ezt úgy szokás kifejezni, hogy az állapotvektor �beugrik� az ~ei állapotba. Az ugrástmagát az állapotvektor reduk
iójának nevezik.49.Feladat: Mutassuk meg, hogy ha egy ai kimenetel¶ mérés után azonnal újramérjük az A mennyiséget, megint ugyanazt az ai-t kapjuk eredményül.Igazolás: A második mérés már az ~ei állapotvektorú rendszeren történik, amelynek
sak ~ei irányú vetülete van.♣A projek
iós posztulátumot éppen ez a következménye indokolja: a mérés fogalmá-ba logikus beleérteni, hogy egy azonnal megismételt mérés ne vezethessen az el®z®t®lkülönböz® eredményre.El®fordulhat, hogy a mérés eredményéb®l 
supán annyi következik, hogy a mértmennyiség egy olyan intervallumba esik, amely több különböz® sajátértéket is tartal-maz. Ha pl. az (58) állapotú rendszeren A-t megmérve 
sak annyi derül ki, hogya mennyiség értéke a2, a3 vagy a4, akkor logikus feltenni, hogy a mérés utáni pilla-natban a hullámfüggvényben 
sak az ezekhez a sajátértékekhez tartozó komponensekmaradnak meg:

~ψ = ψ1~e1 + ψ2~e2 + · · · =⇒ N(ψ2~e2 + ψ3~e3 + ψ4~e4).Lényeges, hogy a képlet jobboldalán ψ2, ψ3 és ψ4 ugyanaz, mint a baloldalon.A reduk
ió utáni hullámfüggvény 
sak akkor lesz 1-re normált, ha
N =

1
√

|ψ2|2 + |ψ3|2 + |ψ4|2
.Vegyük észre, hogy a gyökjel alatti összeg annak a mérési eredménynek a valószín¶-sége, amelyet példának tekintettünk.A projek
iós posztulátum némileg pongyolán, de lényegében helyesen így is meg-fogalmazható: A mérés utáni állapotvektort úgy kapjuk meg, hogy a mérés el®tt ér-vényes állapotvektorból kihúzzuk azokat a komponenseket, amelyek ellentmondanaka mérés eredményének, és ezt a 
sonkított állapotvektort 1-re normáljuk.Térjünk vissza a korábban tárgyalt anszamblhoz, amelyN db ~ψ állapotú része
ské-b®l áll. Ha mindegyiken elvégezzük az A mennyiség mérését, már nem lesz mindegyikrésze
skének ugyanaz az állapotvektora: N1-nek az állapotvektora ~e1 lesz, N2-é ~e2 sí.t. Ezt úgy szokás kifejezni, hogy az eredetileg tiszta állapotú anszambl a mérés ha-tására keverékké válik, amelyben Wi valószín¶séggel találunk ~ei állapotú rendszert(része
skét). 53



A projek
iós posztulátumból következik, hogy a mikro�zikában a mérés drasz-tikusan megváltoztatja annak a mikroobjektumnak az állapotát, amelyen a méréstvégezzük: a ~ψ =⇒ ~ei reduk
ióban a kezdeti ~ψ és végs® ~ei semmilyen értelemben sin
s�közel� egymáshoz. A mérés a makroszkópikus �zikában is okoz változást a makroob-jektumok állapotában (a koordináta és/vagy az impulzus nagyságában), de a mérésieljárás tökéletesítésével ez a változás tetsz®legesen ki
sivé tehet®.A kvantumelmélet érvényességi tartományában ilyen lehet®ség nin
s: képletesenszólva, amint �ránézünk� egy mikroobjektumra, az állapota már meg is változottannyira, hogy az eredeti állapotára nem is hasonlít. Ráadásul ez a változás véletlen-szer¶, a ~ψ =⇒ ~ei beugrás Wi valószín¶séggel történik.50.Feladat: Legyen Hx modellje a D = 2 komplex vektortér. A �zikai állapototreprezentálja a ~ψ =
1

2
(1 + i,

√
2) vektor, és ezen végezzük el annak a �zikai mennyi-ségnek a mérését, amelynek az operátora σx (ld. a 23.feladatot). Analizáljuk a mérésieredményeket.Megoldás: A 33.feladat szerint σx két sajátértéke ±1, sajátvektorai pedig az ~u±-k.Ezért

W± = |(~u±, ~ψ)|2 =

∣

∣

∣

∣

∣

1√
2
· 1 + i

2
± 1√

2
·
√

2

2

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
1

2
±
√

2

4
.A ~ψ tiszta állapotú anszamblon végzett mérések után keveréket kapunk, amelybenaz ~u± állapotú rendszer valószín¶sége a talált W±al egyenl®.♣51.Feladat: Legyen Hx modellje a D = 3 valós vektortér. A �zikai állapototreprezentálja a ~ψ =

(

1√
2
,

1√
2
, 0

) vektor, és ezen végezzük el annak a �zikai mennyi-ségnek a mérését, amelynek az operátora a 36.feladat f̂ -je. Analizáljuk a mérésieredményeket.Megoldás: Az f̂ sajátértékei −2, 6, 6, a megfelel® sajátvektorok az ~ηi-k (ld. afeladatot).
W−2 = |(~η1, ~ψ)|2 =

1

4
.Innen már tudjuk, hogy W6 =

3

4
.A −2 kimenetel¶ mérés az ~ψ =⇒ ~η1 reduk
ióval jár együtt, de mi lesz az állapot-vektor egy 6 kimenetel¶ mérés után? Ahhoz, hogy erre a kérdésre válaszolni tudjunk,a ~ψ-t az f̂ sajátvektorai szerint kell kifejtenünk, mert 
sak ekkor tudjuk "kihúzni"bel®le az ~η1 irányú komponenst:

~ψ = (~η1, ~ψ)~η1 + (~η2, ~ψ)~η2 + (~η3, ~ψ)~η3 =
1

2
~η1 +

1

2
~η2 +

1√
2
~η3 =⇒54



=⇒ N ·
(

1

2
~η2 +

1√
2
~η3

)

=
1√
3
~η2 +

√

2

3
~η3,mert

N =
1

√

1

4
+

1

2

=
2√
3
.♣52.Feladat: Legyen a lineáris harmonikus osz
illátor hullámfüggvénye

ψ(x) = N · e−
√

mω/h̄ · |x|,és tegyük föl, hogy megmérjük az energiáját. Milyen valószín¶séggel kapunk 1

2
h̄ω-t?Megoldás: El®ször normálni kell ψ(x)-t:

1 = 2N2

∫ ∞

0

e−2
√

mω/h̄ · xdx = N2 ·
√

h̄

mω
,ahonnan N =

(mω

h̄

)1/4

= Cπ1/4. A keresett valószín¶ség W0 = |ψ0|2, amelyben
ψ0 = (~en=0, ~ψ) =

∫ ∞

−∞
dx e∗n=0(x) · ψ(x) = 2CN

∫ ∞

0

dx e
−mω

2h̄
x2 −

√

mω

h̄
x

=

= 2CN

∫ ∞

0

dx e

−mω
2h̄

(

x+

√

h̄

mω

)2

+ 1/2

= 2CN
√
e

∫ ∞

√
h̄/mω

dy e
−mω

2h̄
y2

=

= 2CN
√
e

√

h̄

mω

∫ ∞

1

dz e
−1

2
z2

= 2 · e1/2 · π−1/4

∫ ∞

1

dz e
−1

2
z2

= 0.984995.A valószín¶ség ennek a négyzete: W0 ≈ 0.97, tehát a mérések 97%-ában találjuk azt,hogy az adott állapotú osz
illátor energiája a lehet® legala
sonyabb. Ezt úgy is szok-ták mondani, hogy a mérések 97%-ában találjuk az osz
illátort alapállapotban, amiigazából a mérés utáni pillanat állapotára vonatkozik.Hasonlóan lehet kiszámítani a többi energia találati valószín¶ségét is. Mivel ψ(x)páros függvény, a páratlan n-j¶ en(x)-k pedig páratlan függvények, ezért ψ1 = ψ3 =
ψ5 = · · · = 0, míg ψ2 = −0.0350133 (W2 = 0.00122593), ψ4 = 0.140417 (W4 =
0.0197168). Az els® három nemzérus valószín¶ség összegeW0 +W2 +W4 = 0.991158.
♣ 53.Feladat: Az 52.feladatban megadott ~ψ állapotú harmonikus osz
illátoronenergiamérést végzünk, amelyb®l 
sak az dönthet® el, hogy az osz
illátor alapálla-potban van vagy sem. Mi lesz az olyan mérés utáni hullámfüggvény, amely azt adja,hogy az osz
illátor nin
s alapállapotban?55



Megoldás: Ahhoz, hogy a projek
iós posztulátum szerint "kihúzhassuk" az álla-potvektornak azokat a komponenseit, amelyeknek a mérési eredmény ellentmond, a
~ψ-t az energia-operátor ~en bázisvektorai szerint kell kifejteni:

~ψ = ψ0~en=0 + ψ1~en=1 + · · · .Csak az els® tag mond ellent a mérési eredménynek, ezért
~ψ =⇒ N · (ψ1~en=1 + · · ·) = N · (~ψ − ψ0~en=0),ahol N = 1/

√

1− ψ2
0♣.3.28. A mérési posztulátumok (folytonos spektrum)Legyen most a mérend® A mennyiség Â operátorának a spektruma folytonos valami-lyen intervallumban:

Â~ea = a~ea (amin < a < amax).Amikor lehetséges kimenetelek kontinuumot képeznek, nem lehet megfeledkezni arról,hogy a mért érték szükségképpen pontatlan, bár a hiba � még a kvantumelméletbenis, � 
sökkenthet® a mérés tökéletesítésével. Nem értelmes tehát folytonos spekt-rum esetében annak valószín¶ségér®l beszélni, hogy a mérés eredménye pontosan a.Legfeljebb a-beli intervallumokról lehet szó.A helyes kérdésfeltevés tehát a következ®: Mi a W (a1, a2) valószín¶sége annak,hogy egy ~ψ állapotú rendszeren mérve A-t a mérés eredménye a folytonos spektrum
(a1, a2) szakaszában legyen?A Born-hipotézis szerint ebben az esetben a válasz:

W (a1, a2) =

∫ a2

a1

|(~ea, ~ψ)|2 · da,amelyben
w(a) = |(~ea, ~ψ)|2a valószín¶ségi s¶r¶ség.Spe
iálisan nagyon kis ∆a-nál, amikor a1 = a− 1

2
∆a, a2 = a+

1

2
∆a

W (a1, a2) ≈ |(~ea, ~ψ)|2 ·∆a = w(a) ·∆a.54.Feladat: Legyen a tömegpont harmonikus osz
illátor és legyen az n-ik kvan-tumállapotban (n = 0,1,2,3). Koordinátamérésnél milyen wn(x) valószín¶ségi s¶r¶-séggel kapjuk a különböz® x-értékeket eredményül? Ábrázoljuk a wn(x) görbéket.56



Megoldás: Alapállapotban például
w0(x) = |(~ex, ~en=0)|2 = |en=0(x)|2 =

√

mω

h̄π
e
−mω

h̄
x2

.♣55.Feladat: Milyen valószín¶ségi s¶r¶séggel találjuk a harmonikus osz
illátoralapállapotában lév¶ része
ske impulzusát p-nek?Megoldás:
w0(p) = |(~ep, ~en=0)|2 = |en=0(p)|2 =

√

1

πh̄mω
e
− 1

h̄mω
p2

.♣56.Feladat: Egy klasszikus osz
illátor energiáját és amplitúdóját az A2 =
2E

mω2kap
solja össze. Az osz
illáló tömegpont számára az x > A tartomány tiltott, mertitt E < U , a kinetikus energia negatív és a sebesség képzetes. A kvantumme
hanikaiosz
illátorra ez a tiltás nem érvényes. Határozzuk meg annak W valószín¶ségét, hogyaz alapállapotú osz
illátort a klasszikusan tiltott tartományban találjuk.Megoldás: Alapállapotban E = E0 =
1

2
h̄ω, ahonnan A2 = A2

0 =
h̄

mω
.

W = 2

∫ ∞

A0

dx|ψ0(x)|2 = 2C2

∫ ∞

A0

dxe
−mω

h̄
x2

=
2√
π

∫ ∞

1

dξe−ξ
2

= 0.157298.A mérések 16%-ában az osz
illáló tömegpontot a klasszikusan tiltott tartománybantaláljuk.♣Áttérünk a 2.kérdésre. Legyünk a határozottság kedvéért x-reprezentá
ióban. A ~ψállapotú rendszeren, amelynek a hullámfüggvénye ψ(x), megmérjük a koordinátát ésazt találjuk, hogy az x1 < x < x2 intervallumban van. Ennél pontosabb informá
ióvala mérés nem szolgál. Mi lesz az állapotvektor a mérés utáni pillanatban?A mérés el®tt az állapotvektor
~ψ =

∫ ∞

−∞
dx · ψ(x) · ~ex.A mérés utáni pillanatban pontosan tudjuk, hogy a tömegpont nin
s az x < x1 ésaz x > x2 tartományban. Ennél pontosabb informá
ió nem áll rendelkezésünkre. Aleglogikusabb ezért azt feltenni, hogy a mérés utáni állapotot ~ψ-b®l úgy kapjuk, hogykihagyjuk bel®le azokat a komponenseket, amelyek az x < x1, x > x2 tartománybaesnek:

~ψ =⇒ ~ϕ = N

∫ x2

x1

dx · ψ(x) · ~ex.57



Az el®z® fejezetben ugyanezt az elvet alkalmaztuk a mérés utáni állapot meghatáro-zására.A ~ϕ vektor minden x1 < x2-nél normálható, akármilyen közel is van a két értékegymáshoz21. Ezt így láthatjuk be:
(~ϕ, ~ϕ) = N2

∫ x2

x1

dx

∫ x2

x1

dx′ · ψ∗(x′)ψ(x) · (~ex′ , ~ex) =

= N2

∫ x2

x1

dx

∫ x2

x1

dx′ · ψ∗(x′)ψ(x) · δ(x′ − x) =

= N2

∫ x2

x1

dx · ψ∗(x)ψ(x) = N2

∫ x2

x1

dx · |ψ(x)|2 <∞.Ennek alapján az N szorzót meg lehet úgy választani, hogy ~ϕ normált legyen:
N =

[√

∫ x2

x1

dx · |ψ(x)|2
]−1

=
[

√

W (x1, x2)
]−1

.

~ψ =⇒ ~ϕ =
1

√

W (x1, x2)

∫ x2

x1

dx · ψ(x) · ~ex.Ez utóbbi képletekbenW (x1, x2) annak valószín¶sége, hogy a koordinátát az x1 <
x < x2 intervallumban találjuk.Amikor egy ~ψ állapotú rendszeren egy folytonos spektrumú �zikai mennyiség ér-tékét mérjük, a mérési eredmények átlagát � összeg helyett � a sajátértékek való-színüségi s¶r¶séggel súlyozott integrálja adja meg. Koordinátamérésnél pl.

〈x̂〉 = (~ψ, x̂~ψ) =

∫

x|ψ(x)|2 · dx.Általános megjegyzés: A kvantumelméletnek azokat a posztulátumait, amelyeketa két utolsó fejezetben tárgyaltunk, nem lehet bármilyen esetben részletes kísérle-ti ellen®rzésnek alávetni. Egy elektron helyét vagy impulzusát valójában lehetetlen�megmérni� egy atomon belül. Egy bevezet® kurzusban mégis ilyen eseteken szokásillusztrálni a mérési posztulátumok m¶ködését, mert azoknak a feladatoknak a tár-gyalására, amelyekben a tényleges ellen®rzés lehetséges és fontos, a kurzus bevezet®részében még nin
s mód. Ebben a jegyzetben els®sorban a neutronok interferen
iá-jának és a spinkorrelá
iós kísérleteknek az analízisénél lesz alkalmunk a mérési posz-tulátumokat "m¶ködés közben" bemutatni. Born az ütközéses reak
iók és a bomlásifolyamatok tárgyalása kap
sán vezette be a posztulátumát annak érdekében, hogy a
entrumból kirepül® része
skék energia- és szögeloszlását megállapíthassa a hullám-függvény alapján. Az ilyen tipusú kísérletekre azonban � id®hiány miatt � nemtérhetünk ki.21A 37.feladatban ψ(x) = 1 hullámfüggvényre ezt már igazoltuk.58



3.29. A bizonytalansági relá
ióA koordináta és az impulzus spektruma folytonos, ezért értéküket éppen úgy, minta klasszikus �zikában, a kvantumme
hanika szerint sem lehet pontosan megmérni (apontatlanság azonban tetsz®legesen ki
si lehet). Ennek az a jótékony következménye,hogy mérés után a projek
iós posztulátum alapján � mint láttuk, � mindig nor-málható állapotot kapunk, annak ellenére, hogy a folytonos spektrum sajátállapotaimaguk nem normálhatók (pl. (~ex, ~ex) = δ(0) =∞).Ha a mérés elég pontos volt, a mérés utáni állapotban a koordináta értéke � vagyaz impulzusé, ha azt mértük, � 
saknem teljesen meghatározott. Természetesen akétfajta mérés utáni állapot nem ugyanaz: koordinátamérés és impulzusmérés utánkülönböz® állapotokba �ugrik be� a tömegpont. A kérdés, amit ebben a fejezetbenvizsgálunk, éppen ezzel kap
solatos: lehet-e találni Hx-ben olyan állapotot, amelybenmind a koordináta, mind az impulzus nagysága tetsz®legesen nagy pontossággal megvan határozva?Intuitív válasz: A koordinátaoperátor ~ex sajátvektorai és az impulzusoperátor ~epsajátvektorai két különböz® bázist alkotnak Hx-ben, amelyeknek egyetlen eleme semközös. Ezért elég valószín¶tlen, hogy található lenne Hx-ben olyan vektor, amely az
~ex-k valamelyikével is, és az ~ep-k valamelyikével is �majdnem� egybeesik.A bizonytalansági relá
ió ezt az intuitív választ fogalmazza meg mennyiségileg.Legyen ~ψ a Hx tetsz®leges normált vektora. Ha a ~ψ állapotú része
ske koordiná-táját megmérjük, |ψ(x)|2dx valószín¶séggel kapunk az (x, x + dx)-be es® értéket. Amérési eredmények szórásnégyzetét a

∆2x̂ =

∫ ∞

−∞
x2|ψ(x)|2 · dx−

[∫ ∞

−∞
x|ψ(x)|2 · dx

]2 (60)különbség jellemzi, ami a négyzetátlagnak (az x2 mennyiség valószín¶ségi s¶r¶séggelsúlyozott integráljának) és az átlagérték négyzetének a különbsége:
∆2x̂ = 〈x̂2〉 − 〈x̂〉2. (61)Ez a különbség annál nagyobb, minél jobban szórnak a mérési eredmények az átlagér-tékük körül. Ez különösen világos, ha ∆2x̂-t a
∆2x̂ =

〈

(x̂− 〈x̂〉)2
〉 (62)alakban írjuk fel, amelyben x̂− 〈x̂〉 a mért mennyiség eltérése a saját átlagától. Ma-gának ennek a különbségnek az átlaga természetesen nulla:

〈x̂− 〈x̂〉〉 = 〈x̂〉 − 〈〈x̂〉〉 = 〈x̂〉 − 〈x̂〉 = 0,mert az 〈x̂〉 konstans számnak (az átlagértéknek) az átlaga önmaga, és � az átlagde�ní
iója következtében, � a pozitív és a negatív eltérések az átlagtól pont kom-penzálják egymást. 59



Ilyen kompenzálás azonban nem lép fel az (x̂−〈x̂〉)2 átlagánál, ami mindig pozitiv.Ezért ennek a mennyiségnek az átlaga � a (62) kifejezés, � valóban jellemz® arra,milyen mértékben szórnak a mérési adatok az átlag körül.A (62) azonban azonos (61)-el, ugyanis
〈

(x̂− 〈x̂〉)2
〉

=
〈

x̂2 − 2x̂ · 〈x̂〉+ 〈x̂〉2
〉

= 〈x̂2〉 − 2〈x̂〉 · 〈x̂〉+ 〈x̂〉2 = 〈x̂2〉 − 〈x̂〉2.Ha a ~ψ állapotú része
skén koordináta helyett impulzust mérünk, akkor |ψ(p)|2dpvalószín¶séggel kapunk a (p, p+ dp)-be es® eredményt és a mérési eredmények szórás-négyzetét a (60)-al analóg
∆2p̂ =

∫ ∞

−∞
p2|ψ(p)|2 · dp−

[∫ ∞

−∞
p|ψ(p)|2 · dp

]2 (63)szolgáltatja.Lehet-e olyan ~ψ-t találni, amelyre ∆2x̂ és ∆2p̂ egyaránt ki
si � erre a kérdésrekeressük a feleletet.A pontos választ a bizonytalansági relá
ió adja meg a
∆x̂ ·∆p̂ ≥ h̄

2képlet formájában, amelyben ∆x̂ és ∆p̂ a ∆2x̂ és a ∆2p̂ gyöke.Ez a képlet a kanonikus fel
serélési relá
iókból vezethet® le, de a bizonyítás ismer-tetését®l eltekintünk. A bizonytalansági relá
ió tartalma az, hogy ha egy tetsz®legesállapotú része
skén elvégzett koordinátamérések szórása∆x̂ (ami lehet bármilyen ki
sinemnulla érték), akkor az ugyanezen állapotú része
skén végrehajtott impulzusméré-sek eredményeinek a szórása nem lehet kisebb h̄

2 ·∆x̂ -nél: Minél kisebb ∆x̂, annálnagyobb ∆p̂ és megfordítva.Ez a matematikai eredmény er®s megkötést jelent az elképzelhet® mér®berende-zésekre: nem létezhet � még idealizált formában sem, � olyan mér®eszköz (mérésimód), amellyel egyidej¶leg meg lehetne pontosan mérni egy része
ske koordinátáját ésimpulzusát. A nevezetes Bohr-Einstein vita � amely megtalálható Bohr magyarul ismegjelent tanulmánykötetében, � éppen ekörül a kérdés körül forgott. A mér®eszkö-zöknek ebb®l a tulajdonságából azonban nem következik, hogy egy mikrorésze
skénekminden pillanatban van meghatározott koordinátája és impulzusa, 
sak éppen nemtudjuk ®ket egyidej¶leg mindkett®t meghatározni. Ezt a lehet®séget, mint kés®bbmajd részletesen diszkutáljuk, a része
skenyalábokban kimutatható interferen
ia 
á-folja.A klasszikus me
hanikában a bizonytalansági relá
ióhoz hasonló korlátozás egyál-talán nem létezik: az x és a p egyszerre mérhet® tetsz®leges (véges) pontossággal. Aklasszikus me
hanikai állapot fogalma pontosan ezen az együtt-mérhet®ségen alapul.60



57.Feladat: Határozzuk meg a ∆x̂ ·∆p̂ szorzatot a harmonikus osz
illátor ~en=0alapállapotában.Megoldás: A 3.26 fejezet képleteihez kell fordulnunk. Ezek alapján
∫ ∞

−∞
x|en=0(x)|2dx =

∫ ∞

−∞
p|en=0(p)|2dp = 0,ezért

∆2x̂ = C2

∫ ∞

−∞
x2e
−mω

h̄
x2

dx = C2

(

h̄

mω

)3/2 ∫ ∞

−∞
ξ2e−ξ

2
dξ

(

ξ =

√

mω

h̄
· x
)

.

∆2p̂ = C′2
∫ ∞

−∞
p2e
− p2

h̄mω dp = C′2(h̄mω)3/2

∫ ∞

−∞
η2e−η

2
dξ

(

η =
p√
h̄mω

)

.A ξ és az η integrál értéke √π/2, ezért
∆2x̂ ·∆2p̂ = C2

(

h̄

mω

)3/2

C′2(h̄mω)3/2 · π
4

=
h̄2

4
,

∆x̂ ·∆p̂ =
h̄

2
.A �bizonytalansági szorzat� értéke ebben az esetben a bizonytalansági relá
ió általmegengedett legkisebb érték.♣Érdekes összefüggés van a zéruspont-energia és a bizonytalansági relá
ió között.Vegyük a harmonikus osz
illátor̂

H =
1

2m
p̂2 +

mω2

2
x̂2Hamilton operátorát, tegyünk úgy, mintha nem tudnánk, hogyEmin =

1

2
h̄ω és kérdez-zük meg, mekkora a Ĥ legkisebb Emin sajátértéke, amely összefér a bizonytalanságirelá
ióval.Legyen az osz
illátor a keresett Emin-hez tartozó sajátállapotban. Akkor az ener-giának nin
s szórása, ezért

〈Ĥ〉 = 1

2m
〈p̂2〉+ mω2

2
〈x̂2〉 = Emin.Mivel a koordináta és az impulzus átlaga nulla, ezt a képletet átírhatjuk az

Emin =
1

2m
∆2p̂+

mω2

2
∆2x̂61



alakba. Ha bevezetjük az
u =

√

1

2m
∆p̂ v =

√

mω2

2
∆x̂jelölést, akkor ez a képlet

Emin = u2 + v2lesz, a bizonytalansági relá
ió pedig
u · v =

√

mω2

2
·
√

1

2m
·∆x̂ ·∆p̂ ≥ ωh̄

4
.

7. ábra.Az u, v sík 1.negyedében ez az egyenl®tlenség az uv =
ωh̄

4
hiperbola által hatá-rolt tartomány pontjait engedi meg (az ábrán a pontozott terület). Ebben a me-gengedett tartományban az Emin abban a P pontban lesz a lehet® legkisebb, amelyaz origóhoz legközelebb van. A P koordinátái (uP , vP ) =

(√
ωh̄

2
,

√
ωh̄

2

), tehát
Emin = u2

P + v2
P =

ωh̄

2
, ami az E0 zéruspontenergiával (az osz
illátor ténylegesalapállapoti energiájával) egyenl®.Eszerint a gondolatmenet szerint az alapállapot energiája azért nem lehet nulla,mert ez ellentétben lenne a bizonytalansági relá
ióval. Az osz
illátornál az alapállapotenergiája a legkisebb olyan energia, ami a bizonytalansági relá
ióval összefér.A fejezet szempontjából mellékes, mégis érdekes tény, hogy a kvantumme
hanikaiosz
illátor alapállapotában a kinetikus és a poten
iális energia várható értéke (az u2

Pés a v2
P ) éppúgy megegyezik egymással, mint a klasszikus osz
illátornál (Me
hanikajegyzet 60.feladat).58.Feladat: Számítsuk ki ∆x̂-t és ∆p̂-t a 38.feladat ~ϕ állapotára.62



Megoldás: Mindenekel®tt megjegyezzük, hogy a feladat megoldásában bevezetett
∆p nem azonos a bizonytalansági relá
ióban fellép® ∆p̂-vel, amely (63) alapján szá-mítható ki:

∆2p̂ =
1

∆p

∫ p2

p1

p2 · dp−
[

1

∆p

∫ p2

p1

p · dp
]2

.Ebben a képletben
1

∆p

∫ p2

p1

p · dp =
1

∆p
· 1
2

(

p2
2 − p2

1

)

=
1

2
(p1 + p2) ≡ p̄,

1

∆p

∫ p2

p1

p2 · dp =
1

∆p

∫ ō+ 1
2
∆p

p̄− 1
2
∆p

p2 · dp =
1

3 ·∆p

(

3p̄2 ·∆p+
1

4
∆p3

)

= p̄2 +
1

12
∆p2,ezért

∆2p̂ =
1

12
∆p2 ∆p̂ =

1

2
√

3
∆p.A bizonytalansági relá
ióban szerepl® másik tényez®t (60) adja meg, amelybe ter-mészetesen ψ(x) helyébe a 38.feladat ϕ(x) hullámfüggvénye irandó. A feladatban ahullámfüggvény utolsóként felírt alakjából látható,hogy

x2|ϕ(x)|2 = konstans · sin2

(

x ·∆p
2h̄

)

,amelynek integrálja az egész x-tengelyre nyilván végtelen. Ezért ∆x̂ = ∞, és a ~ϕ-revonatkozó bizonytalansági relá
ió � a harmonikus osz
illátor alapállapotával ellen-tétben, � a minimálisan szükségesnél "végtelenszer" jobban teljesül: ∆x̂ ·∆p̂ =∞≫
h̄/2.♣

|ϕ |ϕ

1/∆
2∆ π

2π
∆

2π
∆8. ábra.***63



A bizonytalansági relá
ió fontos szerepet játszott a kvantumelmélet kialakulásá-ban. Sokan hitték úgy, hogy a bizonytalansági relá
ió a mikro�zikának az az alapelve,amelyb®l a kvantumelmélet minden lényeges következménye leszármaztatható. Mamár tudjuk, hogy ez nem így van. A bizonytalansági relá
ió egyike a Heisenberg-félekanonikus fel
serélési összefüggés következményeinek és ez a viszony nem fordíthatómeg: a kanonikus fel
serélési relá
ió nem vezethet® le a bizonytalansági relá
ióból.A bizonytalansági relá
ió a koordinátára és az impulzusra vonatkozóan fejezi kiannak az általános elvnek egy spe
iális következményét, hogy 
sak azoknak a �zikaimennyiségeknek lehet egyszerre határozott értékük, amelyeknek az operátorai kom-mutálnak egymással. A mérési adatok szórásának a szemszögéb®l fogalmazza eztmeg. A statisztikus szórás azonban többnyire nem jellemzi elég érzékenyen (�noman)a nemkommutáló operátorokhoz tartozó �zikai mennyiségek kap
solatát. Az 58.fe-ladatban pl. a �bizonytalansági szorzat� értéke végtelen és ezért a bizonytalanságirelá
ióból magából nem vonhatjuk le azt a következtetést, hogy minél határozottabbértéke van p-nek a ~ψ állapotban (azaz minél kisebb az ∆p), annál bizonytalanabb akoordináta értéke. Ebben példában ugyanis a koordináta szórása minden ∆p-nél egy-formán végtelen. A |φ(x)|2 és a |φ(p)|2 függvényalakja (8.ábra) azonban határozottanmutatja ezt a kap
solatot: az ∆p 
sökkenésével a |ϕ(x)|2 görbe 
entrális 
sú
sánaka 4πh̄

∆p
szélessége n®. A szórás azonban nem elég érzékeny mutatója a valószín¶sé-gi eloszlásnak ahhoz, hogy ezt minden esetben egyértelm¶en jelezze. A harmonikusosz
illátor esetében ugyanakkor � mint láttuk, � a bizonytalansági relá
ió értékesbetekintést tesz lehet®vé a zéruspont energia eredetébe.3.30. A dinamikai egyenletMindeddig nem esett szó dinamikáról, vagyis arról, hogy a tömegpont állapotát jel-lemz® állapotvektor az id®ben mindig változik: ~ψ = ~ψ(t). A dinamikai egyenlet azid®beli változást határozza meg. Arra kell választ adnia, hogyan számíthatjuk ki a

(t+ dt) pillanatbeli ~ψ(t+ dt)-t a t pillanatbeli ~ψ(t) alapján.Logikus feltenni, hogy a ~ψ(t + dt) − ~ψ(t) különbség arányos dt-vel, vagyis annálkisebb, minél rövidebb a dt id®:
~ψ(t+ dt)− ~ψ(t) = O

(

~ψ(t)
)

· dt.A jobboldalon O egy egyenl®re tetsz®leges operátor, amely a t-beli ~ψ(t) állapotrahat és a rendszerre jellemz® operátornak kell lennie (függenie kell attól, hogy szabadtömegpontról, harmonikus osz
illátorról vagy egyéb dinamikai rendszerr®l van-e szó).A fenti képlet felírásakor nem tettük fel, hogy O lineáris operátor, de ezt a feltevéstmost megtesszük. Így
~ψ(t+ dt)− ~ψ(t) = Ô ~ψ(t) · dt.64



A linearitásnak az a következménye, hogy egy lineárkombiná
ióval el®állított ~ψid®beli változását a lineárkombiná
ió elemeinek az id®beli változása határozza meg.Ez a tulajdonság jól hasznosítható az egyenletmegoldásánál (ld. a következ® fejeze-tet).Meg kell követelnünk, hogy a dinamikai egyenlet ®rizze az állapot normáját, hiszena Born-hipotézis szerint 
sak 1-re normált vektorok adnak helyesen normált valószí-n¶séget. Matematikailag ez a követelmény a d(~ψ(t), ~ψ(t)
)

= 0 feltétellel fogalmazhatómeg. Részletesen kiírva ez a feltétel a következ®:
d
(

~ψ(t), ~ψ(t)
)

≡
(

~ψ(t+ dt), ~ψ(t+ dt)
)

−
(

~ψ(t), ~ψ(t)
)

=

=
(

Ô ~ψ(t), ~ψ(t)
)

· dt+
(

~ψ(t), Ô ~ψ(t)
)

· dt+ o(dt2) = 0.Ez akkor teljesül azonosan, ha Ô hermitikus adjungálásnál el®jelet vált (antihermiti-kus): ekkor ugyanis a jobboldal lényeges (dt-vel arányos) tagjai kiejtik egymást.Antihermitikus operátorra már láttunk példát (a deriválás ilyen) és tudjuk, hogyha 1/i-t leválasztunk róla, hermitikus operátor marad vissza;
Ô =

1

i
K̂ (K̂ hermitikus).Hogyan válasszuk meg K̂-t?A sta
ionér állapot fogalma a Bohr-modellt®l kezdve (3.6 fejezet) fontos elemea tárgyalásunknak. Sugárzásnál ezek között az állapotok között történik átugrás,és � mint már hangsúlyoztuk (a 3.10 fejezet végén), � mindaddig, amíg az elekt-romágneses mez®t nem vesszük expli
ite �gyelembe, ezek az állapotok stabilak. Aharmonikus osz
illátor kvantumme
hanikai tárgyalása mutatja (3.25 fejezet), hogy asta
ionér állapotok a Hamilton-operátor sajátállapotai.Mindennek alapján logikus megkövetelni: a K̂ legyen olyan, hogy a Hamilton-ope-rátor sajátállapotai id®ben ne változzanak.Ez, mint mindjárt látni fogjuk, teljesül, ha K̂ = konstans × Ĥ . A konstansnak

J−1 · s−1 dimenziójúnak kell lennie, ami éppen a Plan
k-állandó dimenziójának azinverze (1.1 fejezet). Ezért � mivel fundamentális egyenletr®l van szó, � logikusfeltenni, hogy a konstans értéke éppen 1/h̄. Így
~ψ(t+ dt)− ~ψ(t) =

1

ih̄
Ĥ ~ψ(t) · dt,azaz

ih̄
d~ψ(t)

dt
= Ĥ ~ψ(t). (64)Ez a kvantumme
hanika alapvet® dinamikai egyenletének a S
hrödinger által felfede-zett alakja, amelyet id®t®l függ® S
hrödinger-egyenletnek neveznek.Megmutatjuk, hogy a sta
ionér állapotokat ez az egyenlet id®ben valóban nemváltoztatja. Legyen ~e a Ĥ operátor E sajátértékhez tartozó sajátvektora: Ĥ~e = E~e.65



A (64)-be történ® behelyettesítés mutatja, hogy ennek a sajátérték egyenletnek akövetkeztében e− ih̄Et · ~e kielégíti a (64) dinamikai egyenletet:
ih̄

d

dt



e
− i
h̄
Et
· ~e



 = ih̄ ·
(

− i
h̄
E

)

e
− i
h̄
Et
· ~e = Ee

− i
h̄
Et
· ~e = Ĥ



e
− i
h̄
Et
· ~e



 .Ez a megoldás azonban minden t-ben 
supán az e− ih̄Et fázisfaktorban különbözik
~e-t®l és ezért ugyanazt a �zikai állapotot reprezentálja, mint ~e (ld. a 47.feladatot).59.Feladat: Egy tömegpont az x-tengely mentén mozog olyan er® hatása alatt,amelynek er®függvénye U(x). Írjuk fel az id®függ® S
hrödinger egyenletet koordiná-ta-reprezentá
ióban.Megoldás:

ih̄
∂ψ(x, t)

∂t
= − h̄2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
+ U(x)ψ(x, t). (65)Megjegyzés: (64)-ben az egyetlen változó a t id® volt, ezért nem volt szükség a par-
iális deriválás fogalmára. Koordináta reprezentá
ióban azonban jelölni kell, hogy a

t-szerinti deriválásnál x-t, az x-szerintinél t-t konstansnak kell tekinteni.♣***A klasszikus me
hanikában az állapot id®beli változását a Hamilton-egyenletek ír-ják le (Me
hanika jegyzet (110) képlet). A Hamilton-egyenletek és az id®függ® S
hrö-dinger-egyenlet közös vonása, hogy id®ben els® rend¶ di�. egyenletek és a Hamil-ton-függvény ill. a Hamilton-operátor szerepel bennük. Azonban a dinamikai egyen-let Heisenberg által felfedezett formája teszi igazán világossá a kvantumelmélet és aklasszikus me
hanika dinamikai egyenletei között a szoros strukturális hasonlóságot,amiben a korresponden
ia-elv fejez®dik ki. A kvantumme
hanikának ezt a formájátazonban id®hiány miatt nem tárgyaljuk.3.31. A dinamikai egyenlet általános megoldásaHa ismertnek tételezzük fel a Hamilton-operátor sajátvektorait és sajátértékeit ésmegelégszünk azzal, hogy a megoldást végtelen sor alakjában kapjuk meg, akkor azid®függ® S
hrödinger egyenletet meg tudjuk oldani általános formában.Tegyük fel, hogy a Hamilton operátor spektruma diszkrét:
Ĥ~en = En~en,és keressük (64)-nek azt a ~ψ(t) megoldását, amely t = 0-ban a megadott ~ψ(0) = ~ϕ-velegyenl®. 66



Állítsuk el® ~ψ(0)-t az ~en-k lineárkombiná
iójaként:
~ψ(0) =

∑

n

ϕn~en. (66)Az el®z® fejezetben láttuk, hogy az egyes energia sajátvektorok id®beli változását azenergia értékét®l függ® fázisfaktor fejezi ki:
~en(t) = e

−iEn

h̄
t
~en.A dinamikai egyenlet lineáris, ezért érvényes rá a szuperpozí
ió elve: ha ~ψ1(t) és

~ψ2(t) megoldása a dinamikai egyenletnek, akkor az α~ψ1(t) + β ~ψ2(t) lineárkombiná
ióis megoldás. Ennek az a következménye, hogy a (66) összeg id®beni változását a tagokid®beni változása határozza meg:
~ψ(t) =

∑

n

ϕne
−iEn

h̄
t
~en. (67)Ez az egyenlet a (64) általános megoldása, amelynek helyessége behelyettesítéssel isigazolható.Amikor Ĥ spektruma folytonos, az n-szerinti összeget integrálás helyettesíti.Látjuk, hogy az energia-sajátérték egyenlet megoldása az id®függ® S
hrödingeregyenlet megoldásának a kul
sa, a két probléma között a kap
solat nagyon szoros. Azenergia-sajátérték egyenletet is S
hrödinger vezette be a kvantumme
hanikába, ezértS
hrödinger-egyenletnek nevezzük, természetesen az �id®függ®� jelz® nélkül.***Az el®z® fejezetben, a dinamikai egyenlet konkrét alakjának a motiválásánál hang-súlyoztuk, hogy az energia-sajátvektorok egy id®függ® fázisfaktoron keresztül függenekaz id®t®l és ezért végig ugyanazt a �zikai állapotot reprezentálják: id®függésük 
saklátszólagos.Az id®függés azonban nagyon is valóságossá válik, amikor nem pont energia-sa-játvektorról van szó, hanem ezek lineárkombiná
iójáról. A (67) mutatja, hogy alineárkombiná
ió minden tagja más és más fázisfaktorral szorzódik, ezért az összegid®függése már nem egy fázisfaktorban jelentkezik, hanem annál sokkal bonyolultabb:egy általános állapotvektor ténylegesen változtatja az irányát a Hilbert-térben.60.Feladat: Legyen a lineáris harmonikus osz
illátor állapotvektora t = 0-ban

~ψ(0) =
1√
2
(~en=0+~en=1). Mi a w(x, t)dx valószín¶sége annak, hogy ha a t pillanatbanmegmérjük a tömegpont helyét, az (x, x+ dx) intervallumban találjuk?67



Megoldás:
~ψ(t) =

1√
2



e
−iE0

h̄
t
~en=0 + e

−iE1

h̄
t
~en=1



 = e
−iE0

h̄
t 1√

2



~en=0 + e
−i (E1 − E0)

h̄
t
~en=1



 .Az 1/
√

2 faktor miatt ~ψ 1-re normált, ezért
w(x, t) =

∣

∣

∣

(

~ex, ~ψ(t)
)

∣

∣

∣

2

=
1

2

(

|en=0(x)|2 + |en=1(x)|2+

+2|en=0(x)| · |en=1(x)| · cos

(

E1 − E0

h̄
t+ α

))

,amelyben az α szöget az
en=0(x)e

∗
n=1(x) = |en=0(x)| · |en=1(x)| · eiαképlet de�niálja. A harmonikus osz
illátor energiasajáfüggvényei azonban valósak,ezért α = 0, az E1 − E0 energiakülönbség pedig h̄ω. Ezért

w(x, t) =
1

2

(

en=0(x)
2 + en=1(x)

2 + 2en=0(x) · en=1(x) · cosωt
)

.Mint látjuk, azokban a pontokban, amelyekben sem e0(x) sem e1(x) nem nulla, atalálati valószín¶ség ω frekven
iával osz
illál. Ezt a típusú osz
illá
iót spe
iális kísér-letben ki lehet mutatni.♣3.32. A de Broglie hullámokA szabad mozgás (3.24 fejezet) S
hrödinger-egyenlete a a kinetikus energia operáto-rának a sajátértékegyenlete:
1

2m
p̂2~ep = Ep~ep.Az egyenletet az impulzusoperátor ~ep sajátvektorai elégítik ki, az ~ep-hez tartozó sa-játérték az Ep =

p2

2m
kinetikus energia.Keressük most az id®t®l függ® S
hrödinger-egyenletnek azt az ~ep(t) megoldását,amely t = 0-ban egybeesik ~ep-vel: ~ep(0) = ~ep. Az el®z® fejezet alapján

~ep(t) = e−iωpt~ep,ahol ωp =
Ep

h̄
.Írjuk fel ennek az id®ben változó vektornak a hullámfüggvényét koordináta repre-zentá
ióban:

ep(x, t) = e−iωptep(x)
(40)
=

1√
2πh̄

ei(kpx− ωpt), (68)68



amelyben kp =
p

h̄
. Ez a függvény természetesen kielégíti a szabad mozgás

ih̄
∂ψ(x, t)

∂t
= − h̄2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
(69)id®t®l függ® S
hrödinger-egyenletét.Az ep(x, t) függvény megegyezik az egydimenziós (az x tengely mentén terjed®)monokromatikus síkhullám függvényalakjával (Elektrodinamika-jegyzet (127) képlet),azonban nem lehet �zikai állapot hullámfüggvénye, mert az ~ep(t) állapot nem normál-ható: (~ep(t), ~ep(t)

)

= (~ep, ~ep) = δ(0) = ∞. De a 3.28 fejezetben (és a 38.feladatban)láttuk, hogy ha ezekb®l a vektorokból elkészítjük a
~ψ(t) = N

∫ p2

p1

dp ·A(p) · ~ep(t)szuperpozí
iót, amelyben A(p) tetsz®leges függvény és N =

[∫ p2

p1

dp · |A(p)|2
]−1/2,akkor ez a vektor már normált, akármilyen sz¶k is a (p1, p2) intervallum. Ennek avektornak a hullámfüggvénye a

ψ(x, t) = N

∫ p2

p1

dp ·A(p)ep(x, t) = N

∫ p2

p1

dp · A(p)ei(kpx− ωpt) (70)hullám
somag (Elektrodinamika jegyzet 2.30 fejezet), amelynek x-beli mérete a bi-zonytalansági relá
ió alapján h̄

p2 − p1
körüli vagy nagyobb. Ez a hullám
somag �amelyet de Broglie hullámnak neveznek, � a

vg =

(

dkp(ωp)

dωp

)−1

=
dωp

dkp
=
dEp

dp
=

d

dp

(

p2

2m

)

=
p

m
soportsebességgel terjed (Elektrodinamika jegyzet (146) képlet), ami megegyezik egy
Ep kinetikus energiájú tömegpont me
hanikai értelemben vett mozgási sebességével (a
soportsebességre vonatkozó képletekben p a sz¶k (p1, p2) intervallum közepes impul-zusa).A szabad tömegpont hullámfüggvénye tehát egy p közepes impulzusú hullám
so-mag, amely p/m sebességgel mozog. A szabad része
skékkel kap
solatos �zikai prob-lémák túlnyomó többsége olyan, hogy a megoldásuk nem érzékeny a hullám
somagalakját meghatározó A(p) amplitúdó-függvényre � amelyet általában nem is isme-rünk, � és 
sak a p közepes impulzus értékét®l függ (maga a terjedési sebesség is ilyentulajdonságú). Ezért szokásossá vált a p impulzusú szabad része
ske hullámfüggvé-nyén az (68) síkhullámot érteni és 
sak akkor fordítani �gyelmet a hullám
somagjellegre, amikor ez lényeges. Ezt a szokást mi is követni fogjuk.69



Ennek a megállapodásnak a szellemében tehát mondhatjuk, hogy a szabad része
s-ke hullámfüggvénye síkhullám, amelynek frekven
iáját és a hullámvektorát a része
skeimpulzusa határozza meg az22 ω =
E

h̄
képlet és a ~k =

~p

h̄
de Broglie formula alapján.Ez volt az els® ismert hullámfüggvény és ez magyarázza magát a �hullámfüggvény�elnevezést. A része
skék hullámtermészete interferen
iakísérletben egyértelm¶en de-monstrálható, de ezeket a fundamentális jelent®ség¶ kísérleteket majd akkor tárgyal-juk, amikor már nem korlátozódunk egyetlen térbeli dimenzióra.61.Feladat: Legyen ψ(x, t) de Broglie hullám(
somag), amelynek (közepes) im-pulzusa p és A(p) = 1. Vázoljuk fel a találati valószín¶ség eloszlását a t0 = 0, a

t1 < 0, és a t2 > 0 pillanatban.Megoldás: Három tiszta állapotú anszamblot képzelünk el, amelyekben a ré-sze
skék hullámfüggvénye ψ(x, 0), ψ(x, t1) és ψ(x, t2). Az egyes anszamblokba tar-tozó része
skéken végzett mérésekben a valószín¶ségi eloszlás wi(x) = |ψ(x, ti)|2
(i = 0, 1, 2).A valószín¶ségi eloszlásokat a 9.ábrán vázoltuk fel. Mindegyik egy széles 
sú
s,amelyeknek az x-irányú mérete megegyezik a hullám
somagok térbeli kiterjedésével.A w0(x) maximuma az origóban van. A |ψ(x, 0)|2-t a 38.feladatból lehet leolvasni:

|ψ(x, 0)|2 =
∆p

2πh̄







sin
x∆p

2h̄
x∆p

2h̄







2

.A másik két 
sú
s maximuma vg · |t1| és vg · |t2| távolságra van az origótól. Amikor
p > 0, a 
somag pozitív irányban mozog, ezért a w1(x) 
sú
sa a negatív, a w2(x)-é apozitív féltengelyen van. p < 0-nál a helyzet fordított♣.

l ll 9. ábra.Megjegyzés: Hullám
somagok mozgásával a továbbiakban még találkozunk, ezértröviden külön is összefoglaljuk a legfontosabb tudnivalókat:22A továbbiakban a kinetikus energiáról, a körfrekven
iáról és a hullámvektorról elhagyjuk a pindexet. 70



Általában 
élszer¶ feltenni, hogy a hullám
somag hullámfüggvénye t = 0-ban a38.feladatban tárgyalt ϕ(x)-el egyenl®. A 
somag (maximuma) ekkor x = 0-ban van.Tetsz®leges t-ben a ϕ(x)-t kifejez® integrálba még be kell írni az e−Eh̄ t tényez®t,amelynek következtében a t pillanatban a 
somag (maximuma) az x = vgt pontbakerül. ***Mint láttuk, egy szabadon mozgó tömegpont hullámfüggvénye matematikai szem-pontból ugyanolyan függvény (hullám), mint a szabadon terjed® elektromágneses me-z®ben az ~E vagy a ~H komponensei. A kétfajta hullám �zikai jelentése azonban teljesenkülönböz®.Az elektromágneses hullámban terjed® ~E-nek ugyanaz a �zikai jelentése, mint �mondjuk � a ponttöltést körülvev® elektromos mez®é, és a ~H�nak ugyanaz, mint pl.a vezet®t körülölel® mágneses téré. Ha a hullám útjában próbatöltéseket helyezünk el,a próbatöltésre ható Coulomb-er® egyenl® lesz az adott pillanatban az egyes próba-töltések helyén lév® elektromos mez®nek és a próbatöltés nagyságának a szorzatával.Ezzel a módszerrel � elvben � �letapogatható� a hullám elektromos komponensé-nek az alakja egyetlen hullám
somag esetén is. Az azonos függvényalakú hullámokszigorúan azonos �zikai hatást váltanak ki.A de Broglie hullám ezzel szemben a tömegpont találati valószín¶ségét határozzameg. Csak a hullám
somagok tiszta állapotú anszamblja segítségével lehet a hullám-
somag alakját �letapogatni�. Az anszambl minden egyes eleme egyetlen értékelhet®adattal járul hozzá a valószín¶ségi eloszlás görbéjéhez, amelyb®l végül is kirajzolódika találati valószín¶ség eloszlása. Az azonos függvényalakú hullámok általában külön-böz® �zikai hatást váltanak ki: a hullám
somag kiterjedésén belül a része
skét mindigmás és más pontban észleljük.További különbség, hogy az elektromágneses hullámoknál a komplex alak 
sakmatematikai segédeszköz: 
sak a valós résznek van �zikai jelentése. Amikor pl. ahullám elektromos terének a hatását akarjuk egy ponttöltésre kiszámítani, az ~E kom-ponenseinek a valós részét kell behelyettesíteni a Coulomb-er® képletébe.Egy hullámfüggvénynek ezzel szemben lényeges tulajdonsága az, hogy komplex.Amikor a találati valószín¶ségeket számoljuk, a hullámfüggvényt egészben kell behe-lyettesíteni a megfelel® skalárszorzatba.
71



3.33. A S
hrödinger-egyenlet megoldására kirótt feltételekAz energiasajátérték probléma megoldásának legfontosabb eszköze a S
hrödinger-egyenlet koordinátareprezentá
ióban felírt formája23:
− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ U(x)ψ(x) = E · ψ(x). (71)Az egyenletben az E sajátérték és a hozzá tartozó ψ(x) sajátfüggvény az ismeret-len. A sajátfüggvényeknek normálható � vagy delta-függvényre normálható � foly-tonos függvényeknek kell lenniük. Csak azok az E-k tartoznak az energiaspektrumba,amelyekhez található az (71)-nek ezekkel a tulajdonságokkal rendelkez® megoldása.A normálhatóság eldöntése egyszer¶: a ∫ ∞

−∞
dx · |ψ(x)|2 integrálnak végesnek kelllennie. Látni fogjuk, hogy a spektrumnak az a része, amelyhez normálható sajátfügg-vények tartoznak, diszkrét24. A diszkrét spektrumhoz tartozó energiáknál a tömeg-pont kötve van a poten
iálban (a mozgás korlátos), a hullámfüggvénynek x −→ ±∞-nél el kell tünnie (hiszen korlátos mozgásnál a találati valószín¶ségnek a végtelen feléközeledve nullához kell tartania). Ez a követelmény azonban 
sak bizonyos E érté-kek mellett teljesíthet®: a (71) S
hrödinger-egyenlet ezen a módon "éri el" az energiakvantáltságát, amelyr®l a kvantumme
hanika a nevét kapta. Érdekes, hogy már aklasszikus me
hanikai tárgyalás alapján is meg lehet állapítani, milyen energiatarto-mány az, amelyben az energiaspektrum diszkrét (maguk a diszkrét energiaértékektermészetesen 
sak a S
hrödinger-egyenlet alapján számíthatók ki).Abban az energiatartományban viszont, amelyben a klasszikus mozgás nem kor-látos (végtelen, legalább az egyik irányban), a S
hrödinger-egyenlet minden energiátmegenged (folytonos spektrum). A folytonos spektrumhoz tartozó energia sajátfügg-vények deltára-normálhatók. A deltára-normáltság kritériuma az, hogy az x −→ ±∞asszimptotikus tartományok legalább egyikében ψ(x) legyen 1√

2πh̄
e
i
p

h̄
x alakú, azazegyezzen meg a p-impulzusú szabad tömegpont hullámfüggvényével (a képletben avégtelen távoli mozgás impulzusa szerepel, amely |p| =

√

2m(E − U(±∞)25). Ezutóbbi függvényekr®l ugyanis tudjuk, hogy deltára normáltak (3.23 fejezet), és meg-mutatható, hogy ez elegend® a ψ(x)-k deltára-normálhatóságához is.Azok az E-k, amikhez tartozó |ψ(x)| a végtelenhez tartva növekszik még deltá-ra sem normálhatók, ezért nem tartoznak az energiaspektrumba. Ilyen energiák amegfelel® klasszikus mozgásban sem fordulnak el®.A következ® fejezetekben olyan poten
iálokkal is fogunk dolgozni, amelyek nemfolytonosak, hanem valamilyen x = a pontban �ugranak�: U(a− 0) 6= U(a+ 0). A sa-23A harmonikus osz
illátor energiáit és sajátfüggvényeit a 25-26. fejezetben a S
hrödinger egyenletnélkül találtuk meg, de ezt a Hamilton-operátor spe
iális alakja tette lehet®vé.24Ezzel az esettel találkoztunk a harmonikus osz
illátornál.25Gyakran U(±∞) = 0, de ez nem kötelez®. 72



játfüggvényeknek ebben az x = a pontban is folytonosnak kell lenniük, s®t, belátható,hogy dψ

dx
deriváltjuk is folytonos ebben a pontban.Valóban, integráljuk (71)-t tagonként az (a−∆a) < x < (a+ ∆a) intervallumra.Ezt kapjuk:

− h̄2

2m

[

(

dψ

dx

)

x=a+∆a

−
(

dψ

dx

)

x=a−∆a

]

=

∫ a+∆a

a−∆a

dx ·
(

E − U(x)
)

ψ(x).Ha a jobboldalon az integrandus az integrá
iós tartományban véges (nem kell foly-tonosnak lennie!), azaz ha U véges, akkor ∆a −→ 0-nál a jobboldal zérushoz tart,tehát
(

dψ

dx

)

x=a+0

=

(

dψ

dx

)

x=a−0

,ahogy állítottuk. Amikor azonban U az x = a-ban végtelen nagyot ugrik, ez a konk-lúzió érvénytelen és a hullámfüggvény deriváltjának lehet szakadása (a hullámfügg-vénynek lehet �törése�).3.34. A poten
iállép
s® (E > U)Poten
iállép
s®nek az
U(x) =







0 x < 0

U = konstans x > 0
(72)poten
iálugrást nevezzük, amelyhez a következ® S
hrödinger-egyenlet tartozik:

ψ′′ + k2ψ = 0 (x < 0)

ψ′′ + k2
1ψ = 0 (x > 0).

10. ábra.Vessz®vel az x-szerinti deriválást jelöljük, és bevezettük a
k2 =

2mE

h̄2 k2
1 =

2m(E − U)

h̄273



jelöléseket. Azért használunk négyzeteket, mert a spektrumnak arra a részére korlá-tozódunk, amikor mind az E, mind az E − U pozitív. Ebben a fejezetben azonban az
U maga lehet negatív is.Behelyettesítéssel ellen®rizhet®, hogy a S
hrödinger-egyenlet általános megoldásaa következ®:

ψ(x) =











Aeikx + Ce−ikx (x < 0)

Be−ik1x +Deik1x (x > 0),

(73)amelyben A,B,C,D konstansok, és k, k1 ≥ 0.A konstansokat abból a feltételb®l kell megválasztani, hogy ψ és ψ′ az x = 0-banlegyen folytonos. Ez azonban 
sak két feltétel, ezért a konstansok közül 
sak kett®thatároz meg.A megfelel® klasszikus feladatban az adott E-hez két eset tartozik: az els®bena tömegpont balról jobbra mozog, a másodikban ellenkez® irányban. Az els® eset-ben az x < 0 tartományban az impulzusa p =
√

2mE = h̄k, az x > 0-ban p1 =
√

2m(E − U) = h̄k1 6= p. A második esetben az impulzusok nagysága ugyanennyi,
sak az el®jelük negatív. A tömegpont mindkét esetben a végtelenb®l érkezik és avégtelenbe távozik, ezért a (73) sajátfüggvények deltára-normálhatók. Fizikai állapo-tot � a már ismert módon � úgy hozunk létre, hogy a (p− 1

2
∆p ≡ p1, p+

1

2
∆p ≡ p2)tetsz®legesen sz¶k tartományra (p =

√
2mE) integrálva 1-re normált vektort képzünkbel®lük.A hullámfüggvények id®függését is �gyelembe véve a következ® normálható álla-potot kapjuk:

ψ(x, t) =























A

∫ p2

p1

dp · ei(kx− ωt) + C

∫ p2

p1

dp · ei(−kx− ωt) (x < 0)

B

∫ p2

p1

dp · ei(−k1x− ωt) +D

∫ p2

p1

dp · ei(k1x− ωt) (x > 0),(74)ahol ω = E/h̄.A jobboldalon mind a négy integrál egy-egy hullám
somag, amelyeknek a maxi-muma t = 0-ban az origóban van (32.fejezet). A terjedési irányokat �gyelembe vévemeghatározhatjuk az egyes hullám
somagok helyzetét és mozgását t → ±∞-nél. Ezaz analízis világítja meg a (73) sajátfüggvény �zikai jelentését.Amikor t nagy negatív szám (t → −∞), az A-koef�
ienst tartalmazó 
somag kö-zéppontja nagy negatív x-nél van és az origó felé mozog. Hasonló helyzet¶ a D-ttartalmazó 
somag is, de ez a tag 
sak a pozitív x-tengelyen érvényes, ahol egy olyanhullám
somag, amelynek a maximuma nagy negatív x-nél van, már elhanyagolhatóanki
si (nulla). A fennmaradó két tag maximuma nagy pozitív x-nél van, ezért közülük
sak a B-t tartalmazó tag nem zérus és ugyan
sak az origó felé mozgó 
somagot ír le.74



Ezért ha az els® esetet akarjuk tárgyalni (amikor a bejöv® része
ske balról érkezik), a
B-t nullának kell választani, amikor pedig a másodikat, akkor A az, ami nulla.Tárgyaljuk el®ször az els® esetet (B = 0). Ekkor tehát nagy negatív t-nél nemlátunk mást, mint egy balról bejöv® 
somagot, amely az A-val arányos. Az A alkal-mas választásával elérhetjük, hogy 1-re legyen normálva. Amikor a 
somag az origóközelébe ér, a hullámkép bonyolulttá válik, de t → ∞-nél újra kitisztul. Ekkor az
A-val arányos 
somag maximuma nagy pozitív x-nél volna, ahol már nem érvényes,ezért a negatív x-tengelyen elhanyagolható (nulla). Ugyan
sak nagy pozitív x-nélvan a D-vel arányos 
somag maximuma is, ami viszont érvényes és pozitív iránybanmozog: ez az átengedett (transzmittált) hullám. A C-vel arányos 
somag maximuma
t → ∞ esetén nagy negatív x-nél található, ahol szintén érvényes és negatív irányúmozgást végez: ez a 
somag a visszavert (reflektált) hullám. A tömegpont reflexiója ti-pikus kvantum-effektus, E > U -nál klasszikusan a poten
iállép
s® minden része
skétátenged.Legyen tehát (73)-ben B = 0 és vezessük be az rb reflexiós és a tb transzmisszióskoef�
ienst a

C = rb ·A D = tb · Aösszefüggésekkel. A b index arra utal, hogy a része
ske a poten
iálba befelé mozog.Akkor
ψ(x) = A ·











eikx + rbe
−ikx (x < 0)

tbe
ik1x (x > 0).

(75)Annak feltétele, hogy ez a megoldás és deriváltja x = 0-ban folytonos legyen a követ-kez®:
1 + rb = tb

ik − ikrb = ik1tb,ahonnan
rb =

k − k1

k + k1

tb =
2k

k + k1
.



















(76)Az rb és a tb �zikai jelentésének a tisztázása érdekében térjünk vissza a hullám
so-magokhoz. Mint mondottuk, az A-t választhatjuk úgy, hogy a bejöv® 
somag legyen1-re normált. Milyen Wr és Wt valószín¶séggel találjuk t→∞-nél a bees® része
skéta visszavert ill. az átengedett 
somagban?Ez a két valószín¶ség az ∫ 0

−∞ dx · |ψ(x, t)|2 és az ∫∞
0 dx · |ψ(x, t)|2 integrálokkallesz egyenl®, amikor t −→ +∞. A két integrál azonban kifejezhet® a reflexiós és atranszmissziós koef�
iensen keresztül a következ® gondolatmenet alapján:75



Az rb és a tb azt mutatja meg, hogyan aránylik a visszavert és az átengedett hul-lám amplitúdója a bees® hullám amplitúdójához, ezért Wr-nek |rb|2-el, Wt-nek pedig
|tb|2-el kell arányosnak lennie. A reflektált 
somagnál az arányosság egyenl®séggéválik, mert a reflektált 
somag sebessége egyenl® a bees®ével és ezért a két 
somaghullámfüggvénye � az rb faktortól eltekintve �, megegyezik egymással.A transzmittált 
somag 
soportsebessége azonban k1/k-szor akkora, mint a be-es®é, ezért ennek a hullámnak a térbeli kiterjedése (�hossza�) nem ugyanaz, mint areflektálté és a bees®é. Valóban, legyen a bees® hullám x-irányú mérete L. Ekkor ahullám T = L/vg ideig fedi az origót. A reflektált és a transzmittált hullám ezalattaz id® alatt jön létre, ezért méretük Lr = vgT = L-el és Lt =

k1

k
vgT =

k1

k
L-el egyen-l®. A valószín¶ségeket kifejez® integrálok ezekkel a méretekkel is arányosak. Ennekalapján

Wr = |rb|2 Wt =
k1

k
|tb|2.Ha valaki nem tartja elég meggy®z®nek a Wt-nek ezt a számítását, meghatározhatjaa Wr +Wt = 1 egyenl®ségb®l is, mint azt a következ® feladat mutatja:62.Feladat: Igazoljuk, hogy a két valószín¶ség összege 1.♣63.Feladat: Tárgyaljuk le a második esetet, amikor a része
ske jobbról érkezik

p1 impulzussal.Megoldás: A (73)-ben ekkor A = 0 választandó, és C = tk · B, D = rk · B. A kindex arra utal, hogy része
ske a poten
iálból kifelé mozog.
ψ(x) = B ·











tke
−ikx (x < 0)

e−ik1x + rke
ik1x (x > 0).

1 + rk = tk

−ik1 + ik1rk = −iktk,

rk =
k1 − k
k + k1

tk =
2k1

k + k1
.



















(77)A reflexió valószín¶sége |rk|2, a transzmisszióé k

k1
|tk|2. Mint látjuk, ezek a képletekaz el®z® eset képleteib®l a k ←→ k1 
serével kaphatók. Vegyük észre, hogy rögzített

E mellett Wr és Wt ugyanaz akár jobbról, akár balról jön a része
ske.♣76



3.35. A poten
iállép
s® (0 < E < U)Az el®z® eset k1-e helyett most κ1-t vezetjük be a 2m(E − U)

h̄2 = −κ2
1 relá
ióval

(κ1 > 0). A S
hrödinger-egyenlet a következ®:
ψ′′ + k2ψ = 0 (x < 0)

ψ′′ − κ2
1ψ = 0 (x > 0).Az általános megoldás:

ψ(x) =











Aeikx + Ce−ikx (x < 0)

Be−κ1x +Deκ1x (x > 0),A D-vel arányos tag x → ∞-nél végtelenhez tart, ezért ha D 6= 0, a ψ(x) nem nor-málható. Ennek következtében feltétlenül D = 0-t kell választanunk. Legyen továbbá
C = r ·A, B = b · A. Ekkor

ψ(x) = A ·











eikx + re−ikx (x < 0)

be−κ1x (x > 0),ahonnan
1 + r = b

ik − ikr = −bκ1.

r =
k − iκ1

k + iκ1

b =
2k

k + iκ1
.



















(78)Vegyük észre, hogy a képleteink szoros kap
solatban vannak az E > U els® ese-tével (amikor a része
ske balról érkezik). Ha az ottani képletekben végrehajtjuk a
k1 −→ +iκ1 helyettesítést, a jelen fejezet képleteit kapjuk, spe
iálisan rk-ból r-t. En-nek ellenére, rk és r lényegesen különbözik egymástól: Az rk negatív valós, míg regységnyi abszolút érték¶ komplex szám (fázisfaktor).A ψ(x)-b®l képezhet® hullám
somagok mozgása az x < 0 tartományban ugyanúgyanalizálható, mint az el®z® fejezetben: t → −∞-nél 
sak bejöv® hullám van jelen (Aamplitúdóval), t → ∞-nél pedig 
sak visszavert hullám (rA amplitúdóval). Mivelazonban |r| = 1, ezért |rA| = |A|, aminek következtébenWr = 1, ésWt = 1−Wr = 0.77



Ha A-t úgy választjuk, hogy a bees® 
somag legyen 1-re normált, akkor a reflektált
somag is 1-re normált.Az x > 0 tartomány klasszikusan tiltott. t → ±∞-nél a hullámfüggvény és atalálati valószín¶ség itt zérus. A ψ(x) b-vel arányos része azonban mutatja, hogyvéges id®knél (t ≈ 0-ban) a része
ske bizonyos valószín¶séggel behatol az x > 0 tar-tományba, de 
sak az x = 0 ponthoz közel található észrevehet® valószín¶séggel. Az
x≫ 1/κ1 tartományban ugyanis az e−κ1x függvény nagyon ki
si. A behatolási mély-séget az 1/κ1 hosszdimenziójú mennyiség jellemzi. Hangsúlyozzuk, hogy a része
ske
sak rövid ideig tartózkodhat a klasszikusan tiltott tartományban, mivel t → ∞-nélmegint Wr = 1 valószin¶séggel lesz található a negatív x-tengely távoli tartományá-ban.Amikor U → ∞ (végtelen poten
iálfal), κ1 → ∞ és x > 0-nál a hullámfüggvénynullához tart, a reflexiós koef�
iens pedig r = −1: a reflexió �ellentett fázisban�következik be. A deriváltnak nem kell folytonosnak lennie (ld. a 33.fejezet végét).64.Feladat: Mutassuk meg, hogy poten
iállép
s®nél E < 0 nin
s a spektrumban.Megoldás: Negatív E-nél k2 helyett a 2mE

h̄2 = −κ2-t (κ > 0) vezetjük be. AS
hrödinger egyenlet általános megoldása
ψ(x) =







Ae−κx + Ceκx (x < 0)

Be−κ1x +Deκ1x (x > 0).Ahhoz, hogy r −→ ±∞-nél ψ ne növekedjen, B-t és C-t nullának kell választani. A
ψ folytonossága x = 0-ban A = D, a ψ′ folytonossága pedig −κA = κ1D teljesülé-sét követeli meg. Ez a két egyenl®ség azonban 
sak A = D = 0 mellett teljesülhet,ami azt jelenti, hogy negatív E-hez nem tartozik normálható hullámfüggvény, negatívenergiák nin
senek a spektrumban. Negatív energia a megfelel® klasszikus mozgásbansem lehetséges a 33.fejezetben mondottakkal összhangban.♣Összefoglalva tehát megállapíthatjuk, hogy a (72) poten
iális energiát tartalma-zó Hamilton-operátor spektruma U > 0-nál folytonos és a 0 ≤ E < ∞ félegyenestfoglalja el.3.36. Áthaladás poten
iálgáton (E > U)Poten
iálgátnak az

U(x) =







0 x < 0 és x > a

U = konstans 0 < x < a
(79)er®függvényt nevezzük. 78



Amikor E > U , a klasszikus me
hanika szerint a gát minden ráes® része
skét áten-ged. A kvantumelméleti tárgyalás a poten
iállép
s®höz hasonló: a S
hrödinger-egyen-let általános megoldása azonnal felírható az x < 0, 0 < x < a, x > a tartományokbanés összesen hat konstansot tartalmaz:
ψ(x) =



























Aeikx + Ce−ikx (x < 0)

Beik1x +De−ik1x (0 < x < a)

Eeikx + Fe−ikx (a < x)Ezek közül az egyik nulla annak következtében, hogy a tömegpont határozottan azegyik oldalról érkezik (balról bejöv® része
ske esetében pl. F = 0 választandó), né-gyet a folytonossági feltételek rögzítenek az er®függvény szakadási pontjaiban, végülaz utolsót a deltára történ® normálási feltétel határozza meg. Ez az út járható ésbiztonságos, de hosszadalmas: sokkal szórakoztatóbb, ha a sta
ionér hullámterjedés-r®l kialakított intuitív �zikai elképzelésünkre és az el®z® fejezetek egyszer¶ képleteiretámaszkodunk.
11. ábra.Ehhez a gondolatmenethez elegend® az x < 0 és az x > a tartományban felírni aS
hrödinger-egyenlet általános megoldását. Az er®függvény két oldala szimmetrikus,ezért az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy a tömegpont balról érke-zik. A bejöv® hullám A amplitúdóját kiemeljük és ilymódon a (75)-el teljesen analógszerkezet¶ hullámfüggvényre jutunk:

ψ(x) = A ·











eikx +Re−ikx (x < 0)

Teikx (x > a),

(80)ahol természetesen k = p/h̄, p =
√

2mE. Az R és a T a gát reflexiós és transzmisszi-ós koef�
iense. Ezeket kell kifejezni a gátat határoló két poten
iállép
s® reflexiós éstranszmissziós koef�
iensén keresztül.Ez az energia-sajátfüggvény az e−iωt fázisfaktoron keresztül függ az id®t®l. Ezt afaktort a jobboldal minden tagjába be kell írni, aminek következtében a minden tag79



monokromatikus síkhullámmá válik:
ψ(x, t) = A ·











ei(kx− ωt) +Rei(−kx− ωt) (x < 0)

Tei(kx− ωt) (x > a).

(81)Fizikailag realizálható (normálható) állapotot � mint tudjuk, � p-szerinti szuper-pozí
ió-képzéssel (integrálással) kapunk. A végtelen síkhullámokból hullám
somagokjönnek létre, amelyek mozgását éppen úgy végigkövethetjük, mint a poten
iállép
s®-nél. Az eredmény is hasonló: reflektált hullám jön létre (amplitúdója A ·R), a transz-mittált hullám amplitúdója pedig A · T . A reflexió és a transzmisszió valószín¶sége
|R|2-el és |T |2-el egyenl® (|R|2 + |T |2 = 1).Az R és a T kiszámítását a végtelen monokromatikus síkhullámokra alapozzuk,amelyek (81)-ban szerepelnek. Próbáljuk meg kiszámítani a hullámkép alapján ψ(a, t)-t egy adott t pillanatban. A hullám nagysága az x = a-ban (és a rögzített id®pontban)végtelen sok �par
iális hullám� összegéb®l (interferen
iájából) áll el®:

ψ(a, t) = ψ0(a, t) + ψ1(a, t) + ψ2(a, t) + .... (82)Ebben a képletben az els® tag
ψ0(a, t) = tb · Ae−iω(t−∆t) · ei(k1a− ω∆t) = tb · Aeik1a · e−iωt,ahol ∆t = a/vf , a hullám áthaladási ideje a gáton, az Ae−iω(t−∆t) faktor a bejöv®

Aei(kx− ωt) síkhullám az x = 0 pontban a t−∆t pillanatban, k1 =

√

2m(E − U)

h̄pedig a része
ske hullámvektora a poten
iálgáton belül. Az ei(k1a− ω∆t) faktorveszi �gyelembe a hullám terjedését az x = 0 és az x = a pont között26.A képletszerkezete mutatja, hogy ez a ψ0(a, t) az a járulék ψ(a, t)-hez, amelyik közvetlenül abees® hullámból származik.A bees® hullám azonban végtelen kiterjedés¶ síkhullám és ezért az adott pillanat-ban lesz ψ(a, t)-hez olyan ψ1(a, t) járulék is, amelyik a t−2∆t pillanatban érkezett beel®ször az x = a pontba, de onnan visszaver®dött és az x = 0-beli poten
iállép
s®r®lszintén visszaver®dve jutott újra az x = a pontba. Ez a járulék a
ψ0(a, t− 2∆t) · rk · ei(k1a− ω∆t) · rk · ei(k1a− ω∆t) = ψ0(a, t) · rk · eik1a · rk · eik1a26Ennek a kifejezésnek az exponensében a síkhullám kezdeti és végponti fázisának különbségeszerepel:

[

k1(x+ a) − ω(t + ∆t)
]

−
[

k1x− ωt
]

= k1a − ω∆t.Mivel k1 és a pozitív, ez a kifejezés balról jobbra terjed® hullámra vonatkozik. Alább fordított irányúterjedésr®l is szó lesz. Ekkor a képletben mind k1, mind a negatív, ezért a fáziskülönbség, amely
sak a szorzatukat tartalmazza, változatlan marad.80



-val egyenl®. Azért használjuk az rk reflexiós koef�
ienst, mert a reflexió mindkét eset-ben a poten
iálból kifelé történ® mozgásnál következik be. Megint felhasználhattuk,hogy a (82) tagjai az e−iωt fázisfaktoron keresztül függnek az id®t®l. Látjuk, hogy a
∆t id®késéssel igazából nem kell tör®dnünk: ha a ψ0-ba t-t írunk, ezzel automatikusan�gyelembe vesszük a terjedési id®t a gáton belüli reflexiónál.Az elv most már világos: az egyes �par
iális hullámok� abban különböznek egy-mástól, hogy hányszor szenvedtek reflexiót a gáton belül. Ezek a hullámok különböz®id®pontokban érkeznek be, de ez � mint láttuk �, nem bonyolítja el a tárgyalást.Nyilván ψn+1(a, t) = ψn(a, t) ·

(

rke
ik1a

)2, a �par
iális hullámok� szerinti összegtehát geometriai sor (rkeik1a
)2 koef�
ienssel. A geometriai sor összegképlete alapján

ψ(a, t) =
ψ0(a, t)

1−
(

rke
ik1a

)2 =
tbe
ik1a

1− r2ke2ik1a
· Ae−iωt.Ez az a hullám, amelyik balról esik rá az x = a-beli poten
iállép
s®re. Az átengedettrész tkψ(a, t) és ez azonos A.Tei(ka− ωt)-vel, ahonnan

T = ei(k1 − k)a · tbtk

1− r2ke2ik1a
. (83)Célszer¶ ezt a képletet átalakítani:

tbtk =
4kk1

(k + k1)2
=

(k + k1)
2 − (k − k1)

2

(k + k1)2
= 1− r2k,Ilymódon

T = ei(k1 − k)a · 1− r2k
1− r2ke2ik1a

. (84)Az x = a-ról visszavert hullám rkψ(a, t). Ez, mire az x = 0 ponthoz érkezik,
rke

ik1aψ(a, t)-vel egyenl®. Ha ezt a hullámot tk-val megszorozzuk, megkapjuk a po-ten
iálgátról visszavert hullámnak azt a részét, amely �megjárta� a gát bels® tar-tományát27. Ehhez természetesen még hozzá kell adnunk A.rbe−iωt-t, így kapjuk mega gát által visszavert Re−iωt hullámot az origóban. Ennek a meggondolásnak azalapján
R = rb +

rktktbe
2ik1a

1− r2ke2ik1a
.27Ha ψ(a, t)-t a (82) összeg alakjában képzeljük el, a reflektált hullám is felbomlik olyan �par
iálishullámok� összegére, amelyek meghatározott számú reflexiót szenvedtek a gáton belül.81



A tktb-t újra átalakítjuk és felhasználjuk, hogy rk = −rb:
R = rb

[

1− (1 − r2b )e2ik1a

1− r2be2ik1a

]

= rb
1− e2ik1a

1− r2be2ik1a
. (85)Ezek a képletek pozitív és negatív U -nál egyaránt érvényesek.

π π12. ábra.Annalizáljuk a transzmisszió valószín¶ségét:
|T |2 =

(1− r2k)2

1 + r4k − 2r2k cos 2k1a
.A cos 2k1a = 1− 2 sin2 k1a képlet alapján

|T |2 =
(1− r2k)2

(1− r2k)2 + 4r2k sin2 k1a
=

1

1 +
4r2k sin2 k1a

(1− r2k)2

.Azoknál a spe
iális En energiáknál, amelyekhez k1a = nπ tartozik sin2 k1a nullávalegyenl®, a transzmisszió valószín¶sége tehát 1, a reflexió valószín¶sége pedig 0. Ha
E-t rögzítjük és a transzmisszió valószín¶ségét a poten
iálgát szélességének a függvé-nyében vizsgáljuk, akkor ez az �anomális reflexióhiány� azoknál az an gátméreteknélkövetkezik be, amelyek n π

k1
-el egyenl®k (ld. a 12.ábrát).A reális kísérletekben az �anomális reflexióhiány� abban jelentkezik, hogy bizo-nyos spe
iális energiáknál az elektronok szóródása a nemes gázok atomjain jelent®senle
sökken (Ramsauer-effektus). Megjegyezzük, hogy ebben a lényegesen három di-menziós esetben az effektus 
sak vonzó poten
iálnál (U < 0) lép fel.3.37. Áthaladás poten
iálgáton (0 < E < U)Ebben az esetben 2m(E − U)

h̄2 < 0 és ezért −κ2
1-el kell egyenlíteni. Világos, hogy

k1 = ±iκ1. A 35.fejezetben láttuk, hogy a fels® el®jel választása a helyes: k1 = iκ1.82



Ha ezt a helyettesítést elvégezzük az el®z® fejezet megfelel® képleteiben28, megkapjuka poten
iálgát reflexiójának és transzmissziójának a valószin¶ségét abban az eset-ben, amikor a poten
iális energia nagyobb a bejöv® része
ske kinetikus energiájánál.Klasszikusan ekkor minden része
ske visszaver®dik, a kvantumelmélet szerint azonbantranszmissziót is kapunk (alagút-effektus), ami azzal függ össze, hogy a kvantumme-
hanika megengedi a tömegpont behatolását a klasszikusan tiltott tartományba:
T = e−κ1a · e−ika · 1− r2

1− r2e−2κ1a
,

R = r · 1− e−2κ1a

1− r2e−2κ1a
.A |T |2 most nem periódikus, hanem az a növekedésével monoton 
sökken. Szélespoten
iálgátnál (κ1a ≫ 1) az alagúteffektus (a transzmisszió) valószín¶sége a gátszélességével exponen
iálisan 
sökken:

|T |2 ≈ |1− r2|2e−2κ1a, (86)amelyben
r2 =

(

k − iκ1

k + iκ1

)2

,

|1− r2|2 =

(

4kκ1

k2 + κ2
1

)2

=
16E(U − E)

U2
.Mivel κ1 ∼

√
m, az alagúteffektus valószín¶sége a tömeg növekedésével is rohamosan
sökken. A makroszkópikus �zikában tehát � a mindennapos tapasztalattal össz-hangban, � az alagúteffektus valószín¶sége elképzelhetetlenül ki
si.***A poten
iálgát mutatja talán a legvilágosabban a különbséget a klasszikus �zikahullámainak és a kvantumelmélet hullámfüggvényének a �zikai jelentése között. Azelektromágneses hullámoknál pl. a poten
iálgátnak dielektrikum-réteg (üveglap) felelmeg. A klasszikus fényhullám részben áthalad ezen a rétegen , részben visszaver®dikróla, és a kettévált hullám
somag mindkét része hat az útjába es® töltésekre. Mintláttuk, minden egyes tömegpont hullámfüggvénye is hasonló módon kettéválik, de�zikai hatást 
sak az egyik rész vált ki: vagy az átengedett, vagy a reflektált része
s-kék útjában elhelyezett detektor szólal meg. Hogy melyik, azt a véletlen dönti el: abejöv® része
skék mind tökéletesen egyformák, semmi jel sem utal rajtuk arra, hogyáthaladnak-e majd a poten
iállép
s®n vagy visszaver®dnek róla.28Amikor k1 −→ iκ1, akkor rb −→ r és rk −→ −r.83



A poten
iálgáton történ® áthaladásnak ez a kvantumme
hanikai sajátossága meg-engedné, hogy úgy képzeljük, a gát elérése után de még az esetleges meg�gyelés el®tteld®lt, melyik része
ske haladt át a gáton és melyik ver®dött vissza róla. Kés®bb, azinterferen
ia tárgyalásánál megmutatjuk, hogy ez az elképzelés nem tartható: a Wrés a Wt kizárólag az észlelési valószín¶séget adja meg, nem értelmezhet® úgy, hogya (még) nem észlelt része
ske milyen valószín¶séggel található a gáttól jobbra vagybalra.3.38. A derékszög¶ poten
iálvölgyPoten
iálvölgy úgy alakul ki, hogy a−a
2
< x < +

a

2
tartományt az x = ±a

2
pontokbanegy-egy U magasságú poten
iállép
s® határolja:

U(x) =















U = konstans > 0 ha |x| > a

2

0 ha |x| < a

2
.Az E > U eset a �zikai jelenségek szempontjából ugyanaz, mint a poten
iálgát

U < 0-nál (36.fejezet).Most is belátható, hogy negatív energiák nin
senek a spektrumban.Az új a 0 < E < U tartomány, ahol a klasszikus mozgás korlátos (a tömegpont akét poten
iálfal között pattog), ezért a kvantumelméletben diszkrét spektrum várható.Ezen a példán az is jól látható, hogy miért.Az ok az, hogy a S
hrödinger-egyenlet
ψ(x) =



























Aeikx +Be−ikx (−a/2 < x < a/2)

Ce−κ1x +Deκ1x (x < −a/2)

Geκ1x + Fe−κ1x (a/2 < x)általános megoldásában szerepl® hat konstans közül most el®ször kell kett®t nullánakválasztani mindjárt a tárgyalás kezdetén (C = G = 0). Az x > a/2 és az x < −a/2tartományokban ugyanis az általános megoldás nem periódikus, hanem egy növek-v® és egy 
sökken® exponen
iális függvény lineárkombiná
iója. Mivel a megoldás
x −→ ±∞-nél nem növekedhet, ezért a két növekv® megoldás koef�
iensét nullánakkell választani. A fennmaradó négy konstanssal általában nem lehet kielégíteni anégy folytonossági feltételt. Ezek a feltételek ugyan négy lineáris egyenletet jelente-nek a négy konstansra nézve, de mivel homogének, 
sak akkor van zérustól különböz®megoldásuk, ha az egyenlet determinánsa zérus. A determináns azonban a k-n és a
κ1-n keresztül tartalmazza E-t és 
sak azok a diszkrét energiák lesznek sajátértékek,amelyek a determinánst nullává teszik. 84



A korábbi feladatokban a folytonosságot kifejez® egyenletekben � amelyek szin-tén homogén lineáris egyenletek voltak, � mindig eggyel több ismeretlen koef�
iensszerepelt, mint amennyi egyenlet volt. Ezért az egyenleteket akadály nélkül ki lehetettelégíteni és még maradt is egy szabad konstans, amit normálásra lehetett felhasználni.De ez 
sak végtelen mozgásnál van így, korlátos mozgásnál � mint most látjuk, � amegoldásra kirótt feltételek E lehetséges értékeit is korlátozzák.A poten
iállép
s® r reflexiós koef�
iensének az ismerete E < U -nál ((78) képlet)lehet®vé teszi, hogy a megoldás menetét egyszer¶sítsük. Elegend® lesz a −a/2 < x <
a/2 bels® tartományra korlátozódni, ahol az általános megoldás

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx,amelyben k =

√
2mE

h̄
. A két küls® tartomány hatását a falak reflexiós koef�
iensei-vel vehetjük �gyelembe, mivel mindkét falnál a visszavert hullám a falra ráes® hullám

r-szerese. Ha hullám
somagot képeznénk (amire nin
s igazán szükség), a ψ(x) A-valarányos tagja jobbra, B-vel arányos tagja pedig balra haladó 
somagot írna le. Ha abaloldali falat tekintjük (x = −a/2-nél), akkor a B-vel arányos hullám a bees®, az A-val arányos hullám pedig a visszavert hullám. A jobboldali falnál a helyzet fordított.Fenn kell tehát állnia a következ® két összefüggésnek:
A · e
−ik a

2 = r ·B · e
ik
a

2 a reflexió feltétele az x = −a/2 falnál
B · e
−ik a

2 = r ·A · e
ik
a

2 a reflexió feltétele az x = a/2 falnál.Ez két homogén lineáris egyenlet az A, B ismeretlenekre, amelyek általában el-lentmondanak egymásnak, ezért A = B = 0 a megoldásuk. Kivételt 
sak azok azesetek képeznek, amikor az egyenletek nem függetlenek (az egyenletrendszer deter-minánsa zérus), vagyis az A-t szorzó koef�
iensek aránya megegyezik a B-t szorzókoef�
iensek arányával:
e−ika/2 : reika/2 = reika/2 : e−ika/2,ahonnan

r2ei · 2ka = 0,azaz
reika = ±1. (87)Ha ezt visszahelyettesítjük az A, B-re vonatkozó egyenletrendszerbe, azt találjuk,hogy a fels® el®jelnél A = B ≡ N/2, és a sajátfüggvény

ψ(x) = N · cos kx fels® el®jelnél,85



az alsónál A = −B ≡ N/2i, a sajátfüggvény pedig
ψ(x) = N · sin kx alsó el®jelnél.A (87) egyenlet 
sak numerikusan oldható meg E-re. Ennek érdekében írjuk fel a

k + iκ1 komplex számot a √k2 + κ2
1 · eiϕ alakban, ahol ϕ = ar
tg κ1

k
. Akkor

r =
k − iκ1

k + iκ1
= e−i · 2ϕ,és (87) az

ei(ka− 2ϕ) = ±1alakot ölti, ahonnan

π π π πα

13. ábra.
ka− 2ϕ =







0 + 2π · n fels® el®jelnél
π + 2π · n alsó el®jelnél(n tetsz®leges egész). Ezt ϕ-re megoldva és �gyelembe véve, hogy a tangens függvényperiódusa π, azt találjuk, hogytg ϕ =















tg 1

2
ka fels® el®jelnéltg 1

2
(ka+ π) alsó el®jelnél.86



A ϕ de�ní
iója alapján azonban tg ϕ =
κ1

k
=

κ1a

2
ka

2

.A számlálót is 
élszer¶ kifejezni a ka

2
törtön keresztül:

κ1a

2
=
a

2
·
√

2m(U − E)

h̄
=

√

α2 −
(

ka

2

)2 (

α2 =
mUa2

2h̄2

)

.Ezt felhasználva látjuk, hogy
√

α2 −
(

ka

2

)2

ka

2

=















tg 1

2
ka fels® el®jelnéltg 1

2
(ka+ π) alsó el®jelnél. (88)A (88) egyenletek ismeretlene a ka/2 mennyiség, ez tartalmazza a keresett E ener-giát. A gyököket 
sak gra�kus úton lehet megtalálni, mint a baloldalt ábrázoló és ajobboldalt ábrázoló függvény metszéspontjainak az absz
isszáit (13.ábra).

14. ábra.A metszéspont absz
isszája�mint mondottuk, � a ka/2 értékét adja meg, amely-b®l az energia az E =

√
h̄k

2m
képlet alapján számítható ki. A baloldali görbe α-banmetszi az absz
isszát, ahonnan következik, hogy az energiasajátértékek nem lehetnek87



nagyobbak U -nál. Az E < U tartományban annál több kötött állapotot kapunk,minél nagyobb az α, azaz minél nagyobbak az mUa2 szorzat tényez®i.65.Feladat: Vázoljuk fel a két legala
sonyabb energiájú szinuszos és koszinuszossajátfüggvényt.Megoldás: Vegyük észre, hogy növekv® energiával a hullámfüggvény nullhelyeinek(
somópont) a száma is növekszik.♣3.39. A végtelen poten
iálgödörHa megelégszünk azoknak a kötött állapotoknak a vizsgálatával, amelyeknek az ener-giája sokkal kisebb, mint a poten
iálfalak magassága (E ≪ U), akkor 
élszer¶ az
U −→∞ határesetet tekinteni (végtelen poten
iálgödör).Ebben a határesetben κ1 −→ ∞, aminek két következménye van. Egyrészt ahullámfüggvény a gödrön kívül elt¶nik, másrészt az r reflexiós koef�
iens a −1 érté-ket veszi fel (a reflexió ellentétes fázisban történik). A végtelen falra ráes® és a rólavisszaver®d® hullám ennek következtében a falnál pontosan kioltja egymást, ezért ahullámfüggvény a fal helyén is zérus. Ezt követeli egyébként a sajátfüggvény folyto-nossága is. A gödör szélein azonban a derivált nem folytonos, a hullámfüggvénynekitt törése van (U =∞-nél ez megengedett, ld. a 33.fejezetet). A (87) egyenlet ekkor

eika = ∓1, (89)amely azoknál a k = kn értékeknél teljesül, amelyekre kn =
n · π
a

(n egész). A hul-lámhosszra nézve ez a feltétel λn =
2π

kn
=

2a

n
alakú, ami azt fejezi ki, hogy a félhullámhossznak maradék nélkül kell elférnie a gödörben. A sajátenergiák a követke-z®k:

En =
p2

n

2m
=
h̄2k2

n

2m
=

π2h̄2

2ma2
n2 (n = 1, 2, 3, ...),a sajátfüggvények pedig

en(x) =















Nn · cos
(

nπ
x

a

)

n = 1, 3, 5, 7... fels® el®jelnél
Nn · sin

(

nπ
x

a

)

n = 2, 4, 6, 8... alsó el®jelnél (90)Az n = 0-t azért kellett kizárni, mert nem tartozik hozzá sajátfüggvény, a negatív
n-khez pedig nem tartozik új sajátfüggvény29.Ezt a feladatot a Bohr-Sommerfeld modellben is tárgyaltuk (9.fejezet). Ugyanaztaz energiaspektrumot kaptuk, mint most (ld. (7)-t), azzal a különbséggel, hogy az29Az energiasajátfüggvényeket a lineáris harmonikus osz
illátor sajátfüggvényeihez hasonlóan mostis en(x)-el jelöltük, mert ez a jelölés kifejezi, hogy diszkrét bázis elemeir®l van szó, és nem fenyegeta veszély, hogy a két különböz® függvényrendszert összekeverjük egymással.88



n = 0 is lehetséges volt és nulla energia tartozott hozzá. A bizonytalansági relá
ióazonban ezt nem engedi meg, hiszen ha a tömegpont koordinátáját ∆x̂ ≈ a pontosság-gal adott, akkor az impulzusa � és vele együtt az energiája � nem lehet határozott(nulla): ∆p̂ értéke ugyanis h̄/a körüli vagy nagyobb. A kvantumme
hanika szerint alegala
sonyabb energiaE1 =
π2h̄2

2ma2
, ez a dobozba zárt tömegpont zéruspont energiája.66.Feladat: Határozzuk meg az

U(x) =











+∞ x < 0

D

2
x2 x > 0er®függvény terében mozgó tömegpont sajátenergiáit és sajátfüggvényeit.Megoldás: Klasszikusan a mozgás korlátos ezért a spektrum diszkrét. A sajátfügg-vények a negatív x-tengelyen és az origóban zérussal egyenl®k, a pozitív x-tengelyenpedig arányosnak kell lenniük a harmónikus osz
illátor valamelyik en(x) sajátfüggvé-nyével. Ezeket a 26.fejezetben diszkutáltuk. Az ott megtalált sajátfüggvények közül afolytonossági követelmény miatt 
sak azokat tarthatjuk meg, amelyek az origóban el-tünnek, vagyis amelyekben Hn(0) = 0. Könnyen beláthatjuk, hogy a páratlan index¶Hermite-polinomok rendelkeznek ezzel a tulajdonsággal. Ezért az energiasajátértékeka következ®k:

En = h̄ω

(

n+
1

2

)

n = 1, 3, 5, ...A hozzájuk tartozó sajátfüggvények x > 0-nál √2 · en(x)-el, x < 0-nál pedig zérussalegyenl®k.♣ ***Ez az a pont, ahol talán megvilágíthatjuk de Broglie gondolatmenetét. De Brogliea diszkrét spektrummibenlétét szerette volna megérteni a Bohr-Sommerfeld modellnélhagyományosabb alapon. Abból indult ki, hogy ha egyszer az atom által kibo
sátottfény spektruma 
sak bizonyos frekven
iákat tartalmaz, akkor az atom � akármilyenlegyen is a konkrét szerkezete, � 
sak diszkrét frekven
iájú rezgésekre képes. Márpe-dig olyan rendszereket, amelyek 
sak meghatározott sajátfrekven
iákon képesek sza-badon rezegni, a klasszikus �zika is ismer: gondoljunk például a gitár húrjára, amely� ha megpendítjük, � meghatározott hangot ad ki, mert 
sak egy meghatározottalapfrekven
ián és felharmónikusain képes rezegni30.30Az esetleges félreértések elkerülése érdekében megjegyezzük, hogy a kvantumelmélet 
sak rész-ben igazolta de Broglie várakozását, amely a kisugárzott fény frekven
iáját tekintve a spektrálishasonlóság elvén alapult. A kisugárzott fény frekven
iája ugyanis nem az En/h̄ sajátfrekven
iákkal,hanem a sajátfrekven
iák az (En − En′)/h̄ különbségével egyenl®.89



A húrnál a rezg® (hullámzó) mennyiség a keresztirányú kitérés, amelyet u-val fo-gunk jelölni. A nyugvó húr helyzete lesz az x-tengely, a kitérésr®l feltesszük, hogyki
si és � mondjuk � z-irányú. Feltesszük továbbá, hogy a húrban a feszültség egyállandó f érték, és mindenütt párhuzamos a húr irányával.A kitérés az x-koordináta és a t id® függvénye: u = u(x, t). Számítsuk ki a húr
(x−∆x/2, x+ ∆x/2) szakaszára ható er®nek a kitéréssel párhuzamos (azaz z) kom-ponensét!Legyen α− és α+ a húr érint®jének irányszöge a kijelölt szakasz kezd®- és vég-pontjában. A húrnak az a része, amely a kiszemelt szakasztól jobbra esik, f · sinα+er®vel, a balra es® szakasz pedig −f · sinα− er®vel igyekszik elmozdítani a szakaszt zirányba. A szögek azonban ki
sik, ezért a szinusz helyettesíthet® tangessel. Így

F (x, t) = f · (tg α+ − tg α−) =

= f

[

(

∂u(x, t)

∂x

)

x+∆x/2

−
(

∂u(x, t)

∂x

)

x−∆x/2

]

= f · ∂
2u(x, t)

∂x2
·∆x.Az adott szakasz z-irányú gyorsulása ∂2u(x, t)

∂t2
-el egyenl®, ezért a mozgását a

ρ ·∆x · ∂
2u(x, t)

∂t2
= f · ∂

2u(x, t)

∂x2
·∆xNewton-egyenlet határozza meg, amelyben ρ kg/m a húr s¶r¶sége, ρ∆x pedig a ki-szemelt szakasz tömege.A ∆x-el történ® egyszer¶sítés és az 1

v2
f

=
ρ

f
jelölés bevezetése után ez az egyenleta

∂2u

∂x2
− 1

v2
f

∂2u

∂t2
= 0hullámegyenletté változik, amelyet jól ismerünk. Általános monokromatikus megol-dása a következ®:

u(x, t) = A · ei(kx− ωt) +B · ei(−kx− ωt).A k és az ω nem független egymástól: a hullámegyenletbe történ® visszahelyette-sítés a
k =

ω

vfkap
solatot állapítja meg közöttük.Ebben a stádiumban még minden ω érték megengedett. Diszkrét sajátfrekven
i-ákhoz akkor jutunk, ha megköveteljük, hogy a végpontokban a húr legyen rögzített.Ha a húr az x-tengely (−a/2, a/2) szakaszát foglalja el, akkor ezt a követelményt az90



u(−a/2, t) = u(a/2, t) = 0határfeltételek fejezik ki.Helyettesítsük az általános megoldást a határfeltételekbe. Az e−iωt-vel törté-n® egyszer¶sítés után pontosan ugyanazt a lineáris egyenletrendszer kapjuk A-ra és
B-re, mint a végtelen poten
iálgödörben mozgó tömegpontnál, amelynek a megold-hatósági feltétele a (89) egyenlet. Ez nem 
soda, hiszen a megoldás mindkét esetbensíkhullámokból áll és a határfeltételek is azonosak (az egyenletek maguk azonban kü-lönböznek). A (89) azt fejezi ki, hogy 
sak olyan hullámok léteznek, amelyeknek afél-hullámhossza egész-számszor helyezhet® el a húron:

1

2
λn =

π

kn
=
aπ

nπ
=
a

n
,a sajátfrekven
iák pedig az ω1 =

vfπ

a
alapfrekven
ia egész számú többszörösei:

ωn = vf · kn =
vfπ

a
· n.Az eddigiekben azt illusztráltuk, hogyan jön létre a klasszikus �zikában diszkrétfrekven
iaspektrum. Ahhoz, hogy ezt a gondolatmenetet az atomszerkezetnél is kama-toztathassa, az atomi elektronokat de Broglienak valamilyen módon hullámmá kellettváltoztatnia. Minden akkor ismert kisérlet azonban egybehangzóan azt tanusította,hogy az elektron � az elektromosság �atomja� � negatívan töltött része
ske.Bátyjával, Mauri
e-szal együtt � aki jónev¶ kísérleti �zikus volt, � Louis deBroglie éveken keresztül töprengett Einstein fénykvantum-hipotézisén és a fény rej-télyes kett®s (korpuszkuláris és hullám) természetén. Fokozatosan az az elképzelésalakult ki bennük, hogy ennek a kett®sségnek univerzálisnak kell lennie, vonatkozniakell minden elemi objektumra: fénykvantumra, elektronra egyaránt. De arról, hogymilyen természet¶ lehet a kap
solat a része
skeszer¶ és a hullámszer¶ aspektusokközött, sokáig fogalmuk sem volt.Pedig visszatekintve a dolog egyszer¶nek látszik. Mint tudjuk, a relativitáselméletmegengedi, hogy egy W energiájú, ~p impulzusú része
skének ω =

W

h̄
körfrekven
i-ájú, ~k =

~p

h̄
hullámvektorú síkhullámot feleltessünk meg (Elektrodinamika jegyzet54�). A �megengedi� kifejezés azt jelenti, hogy ha ezt a megfeleltetést valamilyen

K iner
iarendszerben végezzük el, akkor minden iner
iarendszerben teljesül, noha az
E, ~p, ω, ~k mennyiségek külön-külön megváltoznak, amikor az egyik iner
iarendszer-r®l egy másikra térünk át. A Lorentz-transzformá
iónak ez a következménye azonbana kvantumelmélet kialakulásának az idején még nem volt közismert31. De Broglie311905-ben, a fotoeffektusra adott magyarázatában Einstein 
sak a fénykvantumok energiájárólbeszélt, az impulzusukról nem. Csak 1917-ben jutott arra a gondolatra, hogy a fénykvantumoknakimpulzusa is van, de ezt nem a transzformá
iós törvényb®l kiindulva következtette ki.91



egészen sajátos kerül®úton jutott el ezekhez a képletekhez, amelyet nin
s módunkbanismertetni. A másodikat λ =
h

mv
alakban fogalmazta meg és egy interferen
ia-kí-sérletet is javasolt az ellen®rzésére, amit sikerrel el is végeztek (a kísérlet modernváltozatát nemsokára diszkutálni fogjuk).Ennek a megfeleltetésnek az alapján de Broglie fel tudta írni a szabad része
s-kéhez rendelt síkhullám matematikai képletét anélkül, hogy ismerte volna a kvan-tumme
hanikában érvényes hullámegyenletet. Magának az egyenletnek a felfedezéseS
hrödingerre várt. De Broglie azonban a S
hrödinger egyenlet ismerete nélkül isképes volt megmutatni, hogy a Bohr-Sommerfeld kvantumfeltételek hullámme
hani-kai néz®pontból is interpretálhatók: a bennük szerepl® egész szám azzal függ össze,hogy a hullámhossznak egész számszor kell elférnie a része
ske � önmagába záró-dó � pályája mentén. A tétel igazolására egy már száz éve létez®, de alig ismertmatematikai elméletet használt fel, a Hamilton által kidolgozott u.n. optikai-me-
hanikai parallelizmust, amely a geometriai optika és a me
hanika mély szerkezetihasonlóságára mutat rá. Az elméletben a része
skék pályájának a fénysugarak felel-nek meg, amelyeket a len
sék és tükrök számításánál szoktunk felrajzolni. A tételtjól illusztrálja a dobozba zárt tömegpont, amelyet a Bohr-Sommerfeld modellben is, aS
hrödinger-egyenlet segítségével is tárgyaltunk. Ez utóbbi tárgyalás � mint láttuk�, ugyanolyan állóhullámokra vezetett, mint amilyenek két, egymástól a távolságbanelhelyezett párhuzamos tükör között alakulnak ki.De Broglie munkássága jelentette az áttörést a kvantumme
hanika felé azon azúton, amely két évvel kés®bb S
hrödinger munkáiban teljesedett ki. S
hrödinger mu-tatta meg azt is, hogy Heisenberg elmélete, az u.n. mátrixme
hanika, ami id®közbenszületett meg, a de Broglie - S
hrödinger féle hullámme
hanika egy másik, matema-tikailag ekvivalens formája.Mindezideig nem érintettük azt a kérdést, hogy hogyan képzelte el de Brogliea része
skék és a része
skékhez rendelt hullámok kap
solatát. Ma már aligha ké-telkedhetünk benne, hogy a de Broglie hullám (a hullámfüggvény) absz. négyzeteannak a valószín¶ségi s¶r¶sége, hogy a része
skét, amelyet mindig egészben, pontsze-r¶ korpuszkulaként észlelünk, a tér mely pontjának a környezetében találjuk meg. DeBroglie ezt másképp gondolta. Az volt az elképzelése, hogy a hullám is, a része
skeis önálló létezéssel bíró objektum, és a kap
solatuk abban áll, hogy a hullámtér min-tegy �vezeti� a része
skét a mozgásában (hullámlovas elmélet). Ennek a felfogásnaka szellemében a hullámtér minden pontján egy-egy trajektória halad át, amelyeken arésze
skék mozognak. A trajektóriákat a hullám alakjának kell meghatároznia, de atrajektóriák kiszámítására sem ®, sem más nem dolgozott ki meghatározott eljárást.A valószín¶ségi értelmezés sikeressége alapján a várakozás az volt, hogy átlagban arésze
skéket akkor is a Born-hipotézisnek megfelel® valószín¶ségekkel észlelnénk a térkülönböz® pontjaiban, ha egyébként a �hullámlovas elmélet� szerint mozognának.De Broglie elképzelésének mindig voltak (és ma is vannak) hívei, de a �zikusok túl-nyomó többsége a Born-hipotézisen alapuló valószín¶ségi értelmezést fogadja el. Min-den jel szerint ez a legegyszer¶bb olyan felfogása a kvantumme
hanikának, amelyik92



az összes eddigi tapasztalattal összefér. Ez az értelmezés lényegileg indeterminista:nem azért nem tudjuk pontosan megjósolni az elektron mozgását, mert nem ismerjükelég pontosan a kezdeti feltételeket, hanem azért, mert a mikro�zikában nem érvényesa mozgás klasszikus felfogása. Mint láttuk, Heisenberg éppen ebb®l a felismerésb®lkiindulva jutott el a kvantumme
hanikához. A �hullámlovas elképzelés� ezzel szem-ben determinisztikus, ezért f®leg olyanok részesítik el®nyben, akik a determinisztikus�zikai világképet tartják egyedül elfogadhatónak.***Áttérünk a háromdimenziós térben történ® (f = 3 szabadsági fokú) mozgás kvan-tumme
hanikai tárgyalására.3.40. Általánosítás háromdimenziós mozgásraA 22. és a 23.fejezet tartalma természetes módon általánozítható a háromdimenziósmozgás esetére.Fizikai mennyiségen az x, y, z koordináták és a px, py, pz impulzusok függvényeitértjük. Egy �zikai mennyiség operátorát úgy kapjuk meg, hogy a mennyiség klasszikusme
hanikai képletében a koordinátákat és az impulzusokat az operátoraikkal helyet-tesítjük.A három koordináta- és a három impulzusoperátorból összesen 15 nemtriviális32kommutátor képezhet®, amelyek három kivételével mind nullák. Három dimenzióbanezeket a kommutátorokat nevezzük kanonikus fel
serélési relá
ióknak. A nemnullakommutátorok a következ®k:
[x̂, p̂x] = ih̄ [ŷ, p̂y] = ih̄ [ẑ, p̂z] = ih̄.A 23.fejezet gondolatmenetét külön-külön alkalmazva a három koordináta-impulzuspárra könnyen meggy®z®dhetünk róla, hogy a x̂, ŷ, ẑ választható az x-el, y-al, z-velvaló szorzás operátorának, a p̂x, p̂y, p̂z pedig a megfelel® változó szerinti par
iálisderiválás h̄/i-szeresének.Az x̂, ŷ, ẑ koordinátaoperátorok kommutálnak egymás között, ezért van közös sa-játvektorrendszerük, amelynek az elemeit ~exyz-vel jelöljük:

x̂~exyz = x~exyz ŷ~exyz = y~exyz ẑ~exyz = z~exyz.A 23.fejezetben láttuk, hogy x̂ spektruma folytonos a (−∞,∞) intervallumban. Az
ŷ és a ẑ spektruma ugyanilyen tulajdonságú, vagyis x, y, z egymástól függetlenülbármilyen valós értéket fölvehet.Az egydimenziós esethez képest azonban lényeges különbség, hogy mindháromkoordináta operátor mindegyik sajátértéke ∞2-szer elfajult. Az x̂ operátornak pl.32Minden operátor önmagával vett kommutátora triviálisan zérus.93



mindegyik ~eayz az x = a-hoz tartozó sajátvektora. Az y-t is és a z-t is a-tól és egy-mástól függetlenül adhatjuk meg, ezért � képletesen szólva � az x = a sajátérték¶sajátvektorok száma annyi, ahány pont van a síkon.Az ~exyz-k folytonos, delta-függvényre normált bázist feszítenek ki a Hilbert-térben,amelyet most Hxyz-vel jelölünk:
(~exyz, ~ex′y′z′) = δ(x − x′) · δ(y − y′) · δ(z − z′) (−∞ < x, x′, y, y′, z, z′ <∞).A három impulzusoperátor is kommutál egymással, ezért a koordinátaoperátorok-hoz hasonló tulajdonságokkal rendelkezik. Közös sajátvektoraikat ~epxpypz

-vel jelöljük.A továbbiakban kizárólag koordináta reprezentá
ióban fogunk dolgozni. A Hxyzminden vektorát kifejthetjük az ~exyz bázis szerint:
~ψ =

∫

dΩ · ψ(x, y, z)~exyz,ahol dΩ = dx · dy · dz a térfogatelem. A ψ(x, y, z) háromváltozós függvény a ~ψhullámfüggvénye koordináta reprezentá
ióban. A skalárszorzatot koordináta repre-zentá
ióban a
(~ψ, ~φ) =

∫

dΩ · ψ∗(x, y, z)φ(x, y, z) (91)integrállal számíthatjuk ki.Az ~epxpypz
vektor hullámfüggvénye koordináta reprezentá
ióban a következ® (v.ö.(40)-el):

epxpypz
(x, y, z) ≡ (~exyz, ~epxpypz

) =
1

(2πh̄)3/2
e

i

h̄
(pxx+ pyy + pzz)

=
1

(2πh̄)3/2
e

i

h̄
~p · ~r

.(92)Ezek a ~̂p = (p̂x, p̂y, p̂z) impulzus operátor deltára normált sajátfüggvényei.67.Feladat: Igazoljuk ezt az állítást.Igazolás: A p̂x operátor sajátértékegyenlete koordinátaképben
h̄

i

∂

∂x
epxpypz

(x, y, z) = px · epxpypz
(x, y, z).A (92) ennek eleget tesz. A deltára normáltság (44) segítségével látható be.♣Az U(x, y, z) er®függvény er®terében mozgó tömegpont Hamilton-operátora

Ĥ =
1

2m

(

p̂2
x + p̂2

y + p̂2
z

)

+ U(x̂, ŷ, ẑ).Az id®t®l függ® S
hrödinger-egyenlet (61) vektoriális alakja most is érvényes. Koor-dináta reprezentá
ióban azonban ez már nem (65) alakú, hanem
ih̄
∂ψ

∂t
= − h̄2

2m

(

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

)

+ U(x, y, z)ψ,94



amelyben ψ = ψ(x, y, z, t). A ∇ operátor felhasználásával ez az egyenlet a tömörebb
ih̄
∂ψ

∂t
= − h̄2

2m
∇2ψ + Uψ (93)alakba írható át.A S
hrödinger-egyenlet koordináta reprezentá
ióbeli alakja (71) helyett

− h̄2

2m
∇2ψ(x, y, z) + Uψ(x, y, z) = E · ψ(x, y, z). (94)Spe
iálisan szabad mozgásnál (U = 0) a (92) sajátfüggvények a S
hrödinger-egyen-letet is kielégítik E =
p2

2m
-el. Ha az id®függésüket is �gyelembe vesszük, az

epxpypz
(x, y, z, t) =

1

(2πh̄)3/2
ei(
~k · ~r − ωt)de Broglie hullámot kapjuk, amelyben ~k =

1

h̄
~p és ω =

1

h̄
E. Ezekb®l a síkhullámokbólhullám
somag képzéssel kaphatunk �zikailag realizálható (normált) állapotokat, de �mint a 32.fejezetben mondottuk � amikor a hullám
somag képzésen nin
s kifejezetthangsúly, a síkhullámot tekintjük a szabad tömegpont hullámfüggvényének.Annak valószín¶sége, hogy a tömegpontot az x, y, z koordinátájú pont dΩ környe-zetében találjuk meg, w(x, y, z)dΩ-val egyenl®. A Born-hipotézis szerint

w(x, y, z) = |ψ(x, y, z)|2.68.Feladat: Adjuk meg a 2.feladat kvantumme
hanikai megoldását.Megoldás: Ez a feladat a 39.fejezetben tárgyalt egydimenziós végtelen poten
iálgö-dör háromdimenziós általánosítása. A S
hrödinger-egyenletben a rugalmasan vissza-ver® falnak végtelen poten
iálugrás felel meg, és a hullámfüggvény az U = ∞ tarto-mányban és annak határán (a falnál) zérus, a hullámfüggvény deriváltjának azonbannem kell folytonosnak lennie a határon.A feladat tehát az, hogy a
− h̄2

2m
∇2ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z)szabad S
hrödinger-egyenlet olyan megoldását keressük meg a −a/2 < x < a/2,

−b/2 < y < b/2, −c/2 < z < c/2 tartományban, amely a tartomány határain elt¶nik.A feladat a változók szeparálásával oldható meg. Keressük ψ-t a
ψ(x, y, z) = α(x) · β(y) · γ(z)95



szorzat alakjában. Helyettesítsük ezt az egyenletbe, és osszuk végig az egyenletet az
α·β ·γ szorzattal. A ∇2 ismert kifejezését �gyelembe véve az alábbi egyenletre jutunk:

− h̄2

2m

(

1

α(x)

∂2α(x)

∂x2
+

1

β(y)

∂2β(y)

∂y2
+

1

γ(z)

∂2γ(z)

∂z2

)

= E.A jobboldal x, y, z-t®l független konstans, a baloldal egyes tagjai rendre x, y, z függ-vényei, ezért az egyenlet 
sak úgy teljesülhet, ha ezek a tagok maguk valamilyen
A, B, C konstansokkal egyenl®k:
− h̄2

2m

d2α(x)

dx2
= Aα(x) − h̄2

2m

d2β(y)

dy2
= Bβ(y) − h̄2

2m

d2γ(z)

dz2
= Cγ(z)

A+B + C = E.Behelyettesítéssel könnyen meggy®z®dhetünk róla, hogy a korrekt α(±a/2) = 0 ha-tárfeltételt kielégít® α(x) függvények és a hozzájuk tartozó sajátenergiák azonosakaz egydimenziós végtelen poten
iálgödör 39. fejezetben talált sajátfüggvényeivel éssajátenergiáival azzal a különbséggel, hogy az ottani E-nek A felel meg. Célszer¶továbbá a 39�-beli n kvantumszámot nx-re átjelölni. Ekkor α(x) az enx
(x) függ-vények valamelyikével lehet egyenl®, és adott nx kvantumszám mellett az A értéke

Anx
=

π2h̄2

2ma2
n2

x.A feladat szimmetriájából nyilvánvaló, hogy a β(y), γ(z) megoldások ugyanilyentipusúak, egy ny ill. nz kvantumszám fogja jellemezni ®ket, amelyek egymástól és
nx-t®l függetlenül választhatók. Ezenkívül A-t B-vel, ill. C-vel kell helyettesíteni.Így végülis a háromdimenziós dobozba zárt tömegpont energiasajátfüggvényei a kö-vetkez®k:

enxnynz
(x, y, z) = enx

· eny
· enz

,ahol a jobboldal egyes tényez®it (90) adja meg, az nx, nz, nz bármilyen nullánál na-gyobb egész szám és az adott kvantumszám-hármassal jellemzett sajátállapotban azenergia értéke
Enxnynz

= Anx
+Bny

+ Cnz
=
π2h̄2

2m

[

(nx

a

)2

+
(ny

b

)2

+
(nz

c

)2
]

.Ezek a sajátértékek azonosak a 2.feladatban a Bohr-Sommerfeld modell alapjánkapott sajátértékekkel annak ellenére, hogy a két megoldási eljárás gyökeresen kü-lönböz®: a Bohr-Sommerfeld modell a tömegpontok me
hanikáján, a kvantumme-
hanikai megoldás a S
hrödinger-egyenleten alapul, amely egy hullámegyenlet. A kétmódszerrel kapott megoldás között az egyedüli különbség az, hogy a korrekt kvantum-me
hanikai megoldás szerint egyik kvantumszám sem lehet zérus. A legala
sonyabbsajátérték tehát E111, ez a dobozba zárt tömegpont zéruspont energiája.♣69.Feladat: Adjuk meg a 4.feladat kvantumme
hanikai megoldását96



Gondolatmenet: Az izotróp harmonikus osz
illátor
Ĥ = − h̄2

2m
∇2 +

1

2
Dr2 = − h̄2

2m

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)

+
1

2
D(x2 + y2 + z2)Hamilton-operátora három tag összege, amelyek mindegyike 
sak az egyik koordiná-tától függ, és az egyes tagok az egydimenziós lineáris harmonikus osz
illátor Hamil-ton-operátorai. Ennek következtében a változók szeparálásával a megoldás felírhatóaz egydimenziós osz
illátor sajátfüggvényein és sajátértékein keresztül.♣3.41. Az id®tükrözött mozgásA klasszikus me
hanikában a tömegpont id®tükrözött mozgásán azt a mozgást értjük,amelynek során a test fordított irányban halad végig az eredeti mozgás pályáján úgy,hogy a pálya minden pontjában a sebessége ugyanolyan nagyságú és ellentétes irányú,mint amilyen az eredeti mozgásban volt. Ha az eredeti mozgást le�lmezzük és a �lmeta végénél kezdve vetítjük le, az id®tükrözött mozgást látjuk: a szabadesés id®tükrö-zöttje például a függ®leges hajítás (emelked® szakasza). Az id®tükrözött mozgásratörtén® áttérés m¶veletét id®tükrözésnek nevezzük33.Legyen az eredeti mozgás trajektóriája

x = f(t) y = g(t) z = h(t),az id®tükrözött mozgásé pedig
x = fT (t) y = gT (t) z = hT (t).Az id®tükrözés fogalmából következik, hogy

fT (t) = f(−t) gT (t) = g(−t) hT (t) = h(−t).A Newton-egyenletek alapján könnyen belátható, hogy ha az er® nem függ expli
iteaz id®t®l és az eredeti mozgás trajektóriája eleget tett ezeknek az egyenleteknek, akkoraz id®tükrözött mozgás trajektóriája is kielégíti ®ket: a newtoni-me
hanika invariánsaz id®tükrözéssel szemben. Az invarian
ia lényegében azon múlik, hogy a Newton-egyenletekben a trajektóriák második id®beli deriváltja � a gyorsulás � szerepel,és a gyorsulás az eredeti és az id®tükrözött mozgás azonos koordinátájú pontjaibanmegegyezik egymással (gondoljunk a szabadesés és a függ®leges hajítás példájára).A bizonyítás egyszer¶sítése érdekében tegyük fel, hogy a mozgás a z-tengely men-tén történik az mz̈ = F (z) Newton-egyenlet szerint. Legyen z = h(t) az egyenlet egymegoldása:
mḧ(t) = F [h(t)], (95)33Az elnevezés félrevezet®, mert nem az id®t, hanem a mozgást tükrözzük.97



és mutassuk meg, hogy ennek következtében hT (t) = h(−t) is eleget tesz ugyanennekaz egyenletnek: mḧT (t) = F [hT (t)].A fejezethez f¶zött függelékben megmutatjuk, hogy bármely h(t) függvényre
ḣT (t) = −ḣ(t), ḧT (t) = +ḧ(t), (96)tehát a bizonyítandó egyenletmḧ(−t) = F [h(−t)] alakban is írható. De ez az egyenletvalóban teljesül, hiszen nem más, mint (95) a −t pillanatban.A kvantumme
hanikában a mozgást a ψ(x, y, z, t) hullámfüggvény id®beli változá-sa határozza meg. Jelöljük az id®tükrözött mozgás hullámfüggvényét ψT (x, y, z, t)-vel.Azt gondolnánk, hogy ψT (x, y, z, t) = ψ(x, y, z,−t), de ez nem igaz: ha ψ(x, y, z, t)eleget tesz az id®függ® S
hrödinger-egyenletnek, az így de�niált ψT (x, y, z, t) nemelégíti ki azt, ezért nem ír le lehetséges mozgást34.Ez azért van így, mert a (93) id®függ® S
hrödinger-egyenletben a ψ(t) els® id®de-riváltja fordul el®. Induljunk ki abból, hogy ψ(t) eleget tesz ennek az egyenletnek ésnézzük meg, mi jön ki ebb®l a ψT (t) id®deriváltjára nézve.Legyen tehát

ih̄ψ̇(t) = − h̄2

2m
∇2ψ(t) + Uψ(t). (97)Mivel feltevés szerint ez az egyenlet minden id®pillanatban teljesül, érvényes lesz a −tpillanatban is:

ih̄ψ̇(−t) = − h̄2

2m
∇2ψ(−t) + Uψ(−t). (98)Ha ψT (t) = ψ(−t), ahogy feltettük, akkor (96) els® egyenlete szerint az utolsó egyenlet

−ih̄ψ̇T (t) = − h̄2

2m
∇2ψT (t) + UψT (t). (99)alakban írható, és ez a baloldali minusz miatt nem azonos a (97) dinamikai egyenlettel.Vegyük azonban �gyelembe, hogy a Born-hipotézis szerint nem maga ψ(t) az,ami meghatározza a meg�gyelések eredményét, hanem a |ψ(t)|2 mennyiség, amelybenszimmetrikusan szerepel ψ és komplex konjugáltja. Ennek az abszolút érték négyzet-nek kell az id®tükrözött mozgásban fordított id®sorrendben változnia. Az id®tükrözöttmozgás fogalmával ezért összefér, hogy az id®tükrözött mozgás hullámfüggvényén a

ψ(−t) komplex konjugáltját értsük:
ψT (x, y, z, t) = ψ(x, y, z,−t)∗. (100)Ezen de�ní
ió mellett (98)-t az (99) helyett a

−ih̄ψ̇∗
T (t) = − h̄2

2m
∇2ψ∗

T (t) + Uψ∗
T (t)34A továbbiakban a hullámfüggvények argumentumában nem írjuk ki a koordinátákat, mert ebbena fejezetben nem játszanak szerepet. 98



alakban írhatjuk. Komplex konjugálás után az
ih̄ψ̇T (t) = − h̄2

2m
∇2ψT (t) + UψT (t)egyenletre jutunk, ami a ψT (t)-re vonatkozó id®t®l függ® S
hrödinger egyenlet.Ez az egyenlet bizonyítja, hogy a kvantumme
hanika � a klasszikus me
hanikához(és elektrodinamikához) hasonlóan � szintén invariáns az id®tükrözéssel szemben. Akvantumme
hanika id®tükrözési invarian
iáját ki fogjuk használni annak az interfe-ren
ia-kísérletnek az analízisénél, amely a de Broglie hullámok létezését demonstrálja.70.Feladat: Határozzuk meg a ~p impulzusú de Broglie hullám id®tükrözöttjét.Megoldás: A ~p = h̄~k impulzusú deBroglie hullám hullámfüggvénye a következ®:

epxpypz
(x, y, z, t) =

1

(2πh̄)3/2
ei(
~k · ~r − ωt).Komplex konjugálva és ezt követ®en a t el®jelét megváltoztatva kapjuk az id®tükrözötthullámfüggvényt:

epxpypzT (x, y, z, t) =
1

(2πh̄)3/2
ei(−~k · ~r − ωt),ami egy −~p impulzussal mozgó szabad része
ske hullámfüggvénye35. Ez az eredményösszhangban van az id®tükrözés fogalmával.♣Függelék.Az id®derivált a

ḣ(t) =



















h(t+ ∆t)− h(t)
∆t

h(t)− h(t−∆t)

∆t

(∆t > 0)egyenletek bármelyike a ∆t→ 0 limeszben. A fels® egyenlet szerint
ḣT (t) =

hT (t+ ∆t)− hT (t)

∆t
.De hT (t) = h(−t), ezért

ḣT (t) =
h(−t−∆t)− h(−t)

∆t
= −h(−t)− h(−t−∆t)

∆t
= −ḣ(−t),35Komplex konjugálás nélkül az exponens ωt-t tartalmazó tagja is el®jelet vált, aminek következ-tében a hullámfüggvény már nem elégíti ki az id®függ® S
hrödinger-egyenletet.99



az (96) els® egyenletével összhangban.A második derivált a
ḧ(t) =

h(t+ ∆t)− 2h(t) + h(t−∆t)

(∆t)2
(∆t > 0)limesze, ahonnan

ḧT (t) =
hT (t+ ∆t)− 2hT (t) + hT (t−∆t)

(∆t)2
=
h(−t−∆t)− 2h(−t) + h(−t+ ∆t)

(∆t)2
=

=
h(−t+ ∆t)− 2h(−t) + h(−t−∆t)

(∆t)2
= ḧ(−t).Ez (96) második egyenlete. ***Áttérünk a de Broglie hullámok létezését bizonyító kísérlet ismertetésére. El®ké-szítésként a fény és a Röntgen-sugarak interferen
iáját tekintjük át.3.42. Az optikai interferen
iaA XVIII.század folyamán nem sikerült dönteni a fény korpuszkuláris és hullám felfo-gása között. A hullámfelfogás gy®zelmét az interferen
ia felfedezése hozta meg.Az alapjelenség a Young-kísérlet (Young 1801, 15. bra). Amikor a rések keskenyek,a 3.erny®n a képük (Q1R1 és Q2R2) szétterül és a Q1Q2 tartományban átfed®dik egy-mással. Az átfedési tartományban interferen
iakép alakul ki, megvilágított és sötét
síkok (interferen
ia
síkok) váltakoznak egymással.Az interferen
ia-triád:1. Amikor mindkét rés (S1 és S2) nyitva van, a Q1Q2 szakaszon található olyan Ppont, amelyik nin
s megvilágítva.2. Ha S2-t lefedjük (S1 nyitva marad), a megvilágítottság a Q1R1 tartománybanfolytonos és P megvilágítottá válik.3. Ha az S1-t fedjük le (nyitott S2 mellett), a megvilágítottság a Q2R2 tartomány-ban folytonos és P újra megvilágított.Összefoglalva: Van olyan pont az erny®n, amelynek a megvilágítottsága n® attól,hogy az egyik rést lefedjük (vagy 
sökken attól, hogy mindkett®t kinyitjuk).Probáljuk megérteni ezt a jelenséget a fény része
ske-felfogása alapján. Egy ré-sze
ske � a fogalmából következ®en � minden pillanatban lokalizálva van a saját100



térfogatára, ezért azoknak a része
skéknek a pályája, amelyek � mondjuk � az S1résen haladnak át, nem függhet attól, hogy S2 le van-e zárva vagy sem. Az S1-náthaladó része
skék egy része P -be jut és megvilágítottá teszi azt. Hogyan szünhetnemeg ez a megvilágítottság attól, hogy az S2-t is kinyitjuk?

15. ábra.Ha az S2 lefedésére használt anyag valahogy hatna az S1-n áthaladó része
skék-re, ez talán magyarázhatná a jelenséget. De ez a �magyarázat� ellentmond annak aténynek, hogy egy anyagdarab semmilyen észrevehet® hatást sem gyakorol arra a fény-sugárra, amely bizonyos távolságban halad el mellette. Komolyabb az a próbálkozás,amely a fényrésze
skék egymásra hatása alapján kísérelné meg az interferen
ia-triádmegértését: amikor mindkét rés nyitva van, a két nyaláb része
skéi hatnak egymásraés ez a hatás �szorítja ki� a fényt a P pontból. Ha ez a magyarázat igaz volna, azinterferen
ia
síkoknak fokozatosan ki kellene egyenlít®dniük, ahogy egyre gyengébbés gyengébb nyalábot használnánk fel (de természetesen egyre hosszabb és hosszabbmegvilágítási id®vel36). A tapasztalat szerint ez a gyengülés egyáltalán nem követke-zik be: az interferen
iakép jellege független a nyaláb intenzitásától, akkor is létrejön,ha a nyaláb olyan gyenge, hogy a kísérleti berendezésben sohasem tartózkodik egynéltöbb �része
ske�.A része
ske-képpel szemben a hullámfelfogás számára az interferen
ia nem jelentproblémát: amikor mindkét rés nyitva van, az S1-b®l és az S2-b®l kiinduló résznya-36Az interferen
iakép lefényképezésénél alkalmazott expozí
iós id®r®l van szó.101



lábok az erny®n felváltva er®sítík és gyengítik egymást az optikai útkülönbségükt®l(fáziskülönbségükt®l) függ®en. Az analízisünket ezért a hullámfelfogás alapján foly-tatjuk.Az interferen
ia létrejöttének feltételei a Young-kísérletben a következ® négy pont-ban foglalhatók össze: 1.di�rak
ió, 2.szuperpozí
ió elv, 3.monokromatikusság és 4.ko-heren
ia.A di�rak
ió (fényelhajlás) abban nyilvánul meg, hogy � a geometriai optika kö-vetelményével ellentétben � a tárgyak árnyéka és a rések képe elmosódott, a megvi-lágítottság a szélükön fokozatosan 
sökken a maximálisról nullára. A di�rak
ió magais a hullámtermészet következménye. Az interferen
ia-kísérletben a di�rak
ió azértlényeges, mert nélküle a résznyalábok nem fed®dnének át.A szuperpozí
ió elv azt mondja ki, hogy (forrásmentes térrészben) a szabadonterjed® hullámok szuperpozí
iója is lehetséges mozgás. Ennek az elvnek a következ-ménye az, hogy az erny® pontjaiban a résznyalábok � el®jelüket is �gyelembe véve� összeadódnak.A harmadik és a negyedik követelmény azért szükséges, hogy az erny® egyes pont-jaiban a fáziskülönbség értéke a kísérlet folyamán állandó legyen. Ha ez a feltételnem teljesül, egy adott kísérleten belül minden pontban kioltás és er®sítés váltakozikegymással, és ez az interferen
iakép elmosódását okozza.Nyilvánvalóan ez történik, ha a fény nem monokromatikus, vagyis a hullámhosszaváltozó érték. De ugyanez az elmosódás monokromatikus nyalábnál is bekövetkezik,ha az S1 és az S2 résb®l kiinduló résznyalábok kezdeti fáziskülönbsége nem állandóérték. Ha pl. a réseket két független izzóval helyettesítenénk, interferen
iakép mégakkor sem jönne létre, ha az izzók fényéb®l színsz¶r®vel kiválasztanánk egy határozottfrekven
iájú (monokromatikus) komponenst. Az izzók fénye ugyanis az egyes atom-jaik által kibo
sátott hullámvonulatokból áll össze. Mivel az izzók � s®t, az egyesatomok bennük � függetlenek, az erny®n szuperponálódó résznyalábok relatív fázisapillanatról pillanatra változik és ez tökéletesen összemossa az interferen
iaképet.A résznyalábokat akkor nevezzük koherensnek, ha a fáziskülönbségük állandó. Eztúgy lehet biztosítani, ha mindkett®t ugyanannak az atomnak a hullámvonulatából ál-lítjuk el®. A Young-kísérletben a közös fényforrás az S rés, amely a balról ráes® fényta di�rak
ió következtében szétteríti. Ha a berendezés me
hanikailag kell®en stabil(az optikai úthosszak állandók), akkor ezzel a trükkel biztosítani lehet az S1 és az S2résnek, mint fényforrásoknak a koheren
iáját.Nyilvánvaló, hogy a koheren
ia hiánya és a teljes koheren
ia között fokozatok lehet-nek, és van értelme beszélni a koheren
ia mértékér®l. Ennek mennyiségi mér®számaaz interferen
iakép élességet kifejez®
K =

Imax − Imin

Imax + Iminkontrasztosság. Az Imax és Imin a maximális és a minimális megvilágítottság. Opti-mális esetben K = 1, a sötét részek megvilágítottsága ekkor zérus, a koheren
ia teljes.A koheren
ia 
sökkenésének K −→ 0 felel meg.102



A kontrasztosságot azzal lehet fokozni, hogy két rés helyett szabályos résrendszertalkalmazunk (optikai rá
s). Az optikai kép teljes intenzitása természetesen arányos arések N számával, de ami fontosabb, ez az N -szeres intenzitás nyereség nem egyen-letesen oszlik el: az intenzitás a maximumokban N2-el arányosan n® meg, a minimu-mokban � ennek megfelel®en � az N -szeresnél kevesebbet n®. A következmény akontrasztosság növekedése, ami az interferometrikus alkalmazásoknál nagy el®ny.Elvi szempontból azonban az eljárásnak hátránya az, hogy rá

sal nem lehet el-végezni az interferen
ia-triád mindhárom kísérletét. Márpedig ha az interferen
iátarra akarjuk felhasználni, hogy a mikroobjektumok része
skeszer¶ségét vegyük vizs-gálat alá, akkor mindhárom kísérletre szükség van, nem helyettesíthetjük ®ket annaka feltételezésével, hogy mi lenne, ha az egyik vagy a másik rést letakarnánk. A ne-utronokkal elvégzett modern interferen
iakísérletek � mint látni fogjuk � valóbankiterjednek a triád mindhárom elemére.
ϑ

ϑ16. ábra.De térjünk vissza a Young-kísérlethez. Szimmetrikus elrendezésben az erny® kö-zépvonalában maximum van. A következ® maximum helye attól függ, hogyan aránylika λ hullámhossz a rések közötti a távolsághoz. Ha a≫ λ, az interferen
ia
síkok olyans¶r¶n követik egymást, hogy a fotolemez nem képes felbontani ®ket. Ha � éppenellenkez®leg � a ≪ λ, akkor a következ® maximum olyan távol lehet középvonaltól,hogy kikerül a berendezés látóteréb®l. Nyilvánvaló, hogy az interferen
ia meg�gye-lése szempontjából az optimális eset az, amikor a rések közötti távolság ugyanolyannagyságrend¶, mint a hullámhossz. Ez a konklúzió a rá

sal végzett meg�gyelésekreis érvényes (a a rá
sállandó).A látható fény hullámhossza 0.5− 1 µm, ilyen állandójú rá
sot fotote
hnikai eljá-rással lehet készíteni. A röntgen-sugárzás hullámhossza (0.001 − 1nm) ennél sokkalkisebb, mesterségesen nem is lehet olyan optikai rá
sot készíteni, amelynek az állandó-103



ja ebbe a tartományba esik. Szeren
sére a természet gondoskodik megfelel® rá
sról: aszabályos kristályok betölthetik az optikai rá
s funk
ióját és a rá
stávolságuk 0.1 nmkörüli (Laue 1912).A di�rak
ió matematikai elméletében megmutatják, hogy egy szabályos kristály-rá
s azonos helyzet¶ rá
ssíkjai (ld. a 16.ábrát) síktükör-rendszernek tekinthet®k,amelyek mindegyike a beesési szöggel azonos szögben veri vissza a sugárzást. Ez ará
ssík-rendszer az optikai rá
s analogonja: az egyes síkok felelnek meg az egyes rések-nek. A szomszédos síkok által visszavert hullámok akkor er®sítik egymást, ha teljesüla
2a · sinϑ = nλ n = 1, 2, 3, ...Bragg-feltétel, ami azt fejezi ki, hogy az egyes tükrökr®l visszavert sugár optikai útkü-lönbsége (az ACB szakasz hossza a 17.ábrán) λ egész számú többszöröse. A képletben

a a "tükrök" közötti távolság, ϑ a beesési szög, amely egyenl® a visszaver®dés szögével.
ϑ

ϑ

ϑ

ϑ17. ábra.A kristálysík←→síktükör megfeleltetés annál jobb, minél s¶r¶bben helyezkednekel az atomok a kiválasztott kristálysíkban. Nyilván vannak olyan �nagyon ferde� hely-zet¶ síkok, amelyekben 
sak elszórtan találhatók atomok � az ilyen síkok a sugárzásvisszatükrözése szempontjából nem effektívek. Ezért praktikusan 
sak arra a néhánysíkseregre kell gondolnunk, amelyekben az atomok s¶r¶sége a legnagyobb.
18. ábra.104



Egyetlen tükörnél ϑ tetsz®leges lehet, interferen
ia-maximum azonban 
sak a Bragg-feltételt kielégít® szögeknél lép fel. Ha egy adott helyzet¶ egykristályra véletlensze-r¶en választott irányból ejtünk monokromatikus röntgensugárzást, a beesési irányáltalában nem fog a Bragg-feltétel által meghatározott szöget bezárni egyik effektívkristálysíkrendszerrel sem és interferen
iakép nem jön létre. Ebben a kísérletben tehát
élszer¶ eltekinteni a monokromatikusságtól. Ha olyan nyalábot használunk, amelymindenféle hullámhosszat tartalmaz valamilyen intervallumon belül, akkor mindeneffektív kristálysíkra és beesési irányra lesz a nyalábban olyan hullámhosz, amely tel-jesíti a Bragg-feltételt. Az interferen
ia maximumok jellegzetes képet adnak a fotole-mezen (ld. a 18.ábrát), amelynek az alapján meg lehet határozni a kristályszerkezetet.A nagy folt középen a szóródás nélkül áthaladt bees® sugárzás nyoma. Az interferen-
ia létrejötte volt az els® bizonyíték arra, hogy a röntgensugárzás hullámtermészet¶.3.43. A de Broglie hullámok interferen
iája kristályrá
sonA 3.32 fejezetben láttuk, hogy a szabadon mozgó része
skék hullámfüggvénye k =
p

h̄hullámvektorú, vagyis λ =
h

mv
hullámhosszú síkhullám. Az elektron hullámtermésze-tének és a λ =

h

mv
képletnek az ellen®rzésére de Broglie azt javasolta, hogy elektro-nokkal is végezzenek el olyan interferen
iakísérletet, mint a röntgensugarakkal. Ehhezaz szükséges, hogy az elektron de Broglie hullámhossza nagyságrendileg egyezzen mega kristály rá
sállandójával (kb. 0.1 nm).71.Feladat: Írjuk fel azt a képletet, amelynek segítségével kiszámíthatjuk azelektron és a neutron de Broglie hullámhosszát nanométerben, ha ismerjük a mozgásienergiájukat elektronvoltban.Megoldás:

λ =
h

mv
=

2πh̄

p
=

2πh̄√
2mK

.A számlálót és a nevez®t 
élszer¶ c-vel szorozni, mert az mc2 nyugalmi energia az,amit elektronvoltban (ami a munka egysége) adhatunk meg:
λ =

2πh̄c√
2mc2

· 1√
K
.A képletben

mec
2 ≈ 0.5 MeV = 0.5× 106 eV

mnc
2 ≈ 1000MeV = 109eV,
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valamint h̄c ≈ 200 eV· nm. Ezek alapján
λe ≈ 2π · 200√

106
· 1√

K
=

0.4π√
K

λn ≈ 2π · 200√
20.108

≈ 0.028√
K
.Ezekben a képletekben [λ] = nm, [K] = eV.♣

λe = 0.1 nm-nek kb. K ≈ 160 eV felel meg, vagyis ha 160 V feszültséggel gyorsí-tunk fel nyugvó elektronokat, a hullámhosszuk nagyságrendileg a rá
sállandóval leszegyenl®. Ezeket az elektronokat kristályrá
son szóratva � de Broglie hipotézise sze-rint � interferen
ia-
sú
sokat kell kapnunk, amelyek ugyanolyan jellegzetes képetadnak, mint amit Laue kapott a röntgensugarak segítségével (18.ábra).De Broglie dolgozatának az ismertté válása után (1923) derült ki, hogy egy koráb-bi kísérletben (Davisson és Kunsman 1921), amelyben elektronok szóródását vizsgál-ták nikkelen, már tapasztaltak ilyen 
sú
sokat, de megmagyarázni nem tudták ®ket.Kés®bb G.P.Thomson spe
iális di�rak
iós kísérletekben demonstrálta az elektron hul-lámtermészetét, és ezért 1937-ben Davissonnal együtt Nobel-díjjal jutalmazták. Apja,J.J.Thomson 1906-ban viszont azért részesült Nobel-díjban, mert megmutatta, hogyaz elektromosság atomjai azok a része
skék, amelyeket elektronoknak nevezünk37.3.44. A neutronokA kristályrá

sal végzett kísérletekben nem lehetséges az interferen
ia-triád mindhá-rom kísérletét elvégezni, mert a résznyalábok száma nagyon nagy (az atomok felelnekmeg a réseknek, mert ®k �terítik szét� a hullámot di�rak
ió révén) és nem is lehetbizonyosakat letakarni közülük. Ennek az a következménye, hogy az ilyen kísérleteka Young-kísérletnél közvetettebb bizonyítékát nyújtják annak, hogy a bees® nyalábnem állhat része
skékb®l. Fel kell tenni, hogy ez a nyaláb bizonyos hullámhosszakattartalmazó hullám, a di�rak
ió-elmélet segítségével ki kell számítani, hogy az adottszerkezet¶ kristályrá
s mellett milyen irányban várhatók interferen
ia-maximumok,és ha a kísérlet ezt igazolja, akkor mondhatjuk, hogy a nyaláb hullámtermészet¶,mert nagyon valószín¶tlen, hogy része
skékb®l állónak feltételezve hasonló szóráské-pet lehetne kapni. Az interferen
ia-triád ehhez képest szinte �feltevések nélkül� képesdemonstrálni, hogy egy nyaláb nem állhat része
skékb®l. A része
skeszer¶ség fogal-mát kell felhasználni (azt, hogy egy része
ske nem lehet egyidej¶leg a tér egymástóltávoli pontjaiban) és tudni kell fokozatosan �gyengíteni� a nyalábot. A kísérlet interp-retá
iójához nin
s szükség a di�rak
ióelmélethez hasonló bonyolultságú matematikaiteóriára.Érhet® ezért, hogy a kísérleti �zikusok keresték a módját, hogy része
skékkel istudjanak Young-típusú kísérletet végezni és ez a törekvésük sikerrel járt. A hatvanasévek közepére kifejlesztettek egy nagyszer¶ eszközt, az u.n. háromfül¶ interferométert37A harmadik híres �zikus Thomsont Lord Kelvin néven ismerjük.106



(Bonse és Hart 1965), amelynek a segítségével 1974 óta tanulmányozzák a neutronnya-lábok interferen
iáját. Ez a módszer is kristályrá
sot használ, de olymódon, hogy kétjól elkülönül® koherens résznyaláb jön létre. Az alábbiakban ezekr®l a kísérletekr®llesz szó.A kísérleteket � mint mondottuk � neutronokkal végzik. A neutron az elekt-ronnál kb. 2000-szer nehezebb, elektromosan semleges része
ske. A vele kb. azonossúlyú protonnal az atommagok épít®köve. A különböz® elemek atommagjai a pro-tonok számában különböznek, a rendszám az atommagban lév® protonok számávalegyenl®.Egy adott elem izotópjainak az atommagjai a neutronok számában különböznekegymástól. A hidrogén atom magja (H1) egyetlen protonból áll (a rendszáma 1). Ahidrogén izotópjai a deuteron (H2 vagy D2) és a tri
ium (H3 vagy T 3), amelyeknekaz atommagjában az egyetlen protonon kívül még egy, illetve két neutron is található.A neutron része
ske-volta abból látható, hogy az atommagokban a neutronok min-dig egészben fordulnak el®. Magreak
iókban az atommagok átalakulnak egymásba, ésmindig egész neutronok vesznek részt bennük. A neutronok észlelése is magreak
iósegítségével történik. Ha pl. a hélium atom He3 izotópját (amelynek a magjában kétproton és egy neutron van) neutronokkal sugározzuk be, tri
ium-magok jönnek létreés keletkezik egy proton is:
n+He3 −→ H3 + p.A végtermékek nyugalmi tömege kisebb, mint a kiinduló része
skéké, ennek következ-tében a proton kinetikus energiája nagy és fékez®dése során ionizálja az útjába es®atomokat (a neutronok semlegesek, ezért maguk nem ionizálnak). Ez a jellegzetesmérték¶ ionizá
ió jelzi egy neutron beérkezését.Megállapíthatjuk tehát, hogy amikor a neutronokat észleljük, mindig része
skékettalálunk.Az interferen
iakísérletekben a neutronok két okból el®nyösek az elektronokhoz ké-pest. Mivel töltetlenek, nem hatnak rájuk Coulomb-er®vel az anyag töltött része
skéi,és nagyobb tömegük miatt kisebb kinetikus energiával lehet elérni a rá
stávolságnakmegfelel® hullámhosszt (71.feladat). Mindkét tényez® 
sökkenti a résznyalábok kohe-ren
iáját veszélyeztet® perturbá
iókat.A neutronokra � észrevehet® mértékben � egyedül az atommagok protonjai ésneutronjai hatnak a mager®k révén. Ez nagyon rövid hatótávolságú er®, 
sak ak-kor hat a neutronra, ha érintkezésbe kerül az atommaggal. Ezek az er®k okozzák aneutronok visszatükröz®dését a kristálysíkokról.Most áttérünk a háromfül¶ interferométer leírására.3.45. A kristályrá
s hatása a neutronok terjedéséreA m¶szer alapeleme (a �fül�) egy szili
ium egykristály lemez (ld. a 19.ábrát). Azoka kristálysíkok, amelyek � párhuzamos síktükrökként � az �aktív síkok� lesznek, a107



lemez oldallapjára mer®legesek (az ábrán vízszintes szaggatott vonalak jelzik a pozí-
iójukat). A síkok közötti a távolság 0.1 nm nagyságrend¶.A neutronok hullámhosszának ebbe a nagyságrendbe kell esnie. A neutronok le-gintenzívebb forrásai az atomreaktorok. Olyan neutronnyaláb vezethet® ki bel®lük,amelyben a neutronok energiája nagyságrendileg szobah®mérséklet körüli. Ez kb.
0.025 eV-nak felel meg, és a 71.feladat képlete alapján kb. 0.1 − 0.2 nm hullámhossztartozik hozzá. Ez a be
slés mutatja, hogy a reaktorokból nyerhet® neutronok alkal-masak a kristályokkal végzett interferen
ia-kísérletekre.

ϑ ϑ
ϑ

19. ábra.A neutronok a b-irányból (beesési irány) ϑ = 20−30◦ szögben esnek rá a szili
iumlemez oldallapjára (ld. a 19.ábrát). Az aktív kristálysíkok tükörként hatnak az olyan
λa hullámhosszú neutronokra, amelyek az a rá
stávolságnál a választott ϑ mellettkielégítik a Bragg feltételt. Az ilyen hullámhosszú neutronok egy része ϑ szögben, az
s-irányban (szórt nyaláb iránya) visszaver®dik.

20. ábra.Ha a lemezvastagsággal nullához tartunk (D −→ 0), ez a rész egyre kisebb. Ebb®lazonban nem következik, hogy ha � megfordítva � a vastagságot mind nagyobbraválasztjuk, akkor egyre több és több lesz az s-irányba visszavert neutron, míg végüla d-irányban (direkt irányú nyaláb) egyetlen λa hullámhosszú neutron sem lép ki. Az108



s-irányba visszavert neutronok ugyanis szintén kielégítik a Bragg feltételt és ezért min-daddig, amíg a lemezen belül vannak, újabb reflexiót szenvedhetnek. A többszörösreflexió következtében a szórt és a direkt irányban a Ws és a Wd találati valószín¶séga D vastagság függvényében periódikusan változik a nulla és az egy között (a jelensé-get szaknyelven Pendellösungnak nevezik, ld. a 20.ábrát). Az ingadozás periodi
itása
0.01 − 0.1 mm, ami jól mérhet®, makroszkópikus hossz. A kísérletek szempontjábóloptimális lemezvastagság olyan, amelynél a szórt és a direkt nyalábban a találati va-lószín¶ség nagyjából egyforma. A továbbiakban az analízis egyszer¶sítése kedvéértfeltesszük, hogy Ws = Wd.Mint látjuk, a �fül� nyalábosztóként funk
ionál, mert két koherens résznyaláb-ra bontja a bees® neutronnyalábot. A kvantumelmélet id®tükrözési invarian
iájábólazonban következik, hogy az id®tükrözött mozgást végz® résznyalábokat egyesítenifogja.Vizsgáljuk meg részletesebben a �fül� hatását az egyes nyalábok jullámfüggvényé-re!

+δ

+δ

ϑ ϑ

ϑ

21. ábra.A lemezen áthaladó neutron hullámfüggvénye egy hullám
somag, amely a b irány-ból érkezik. A lemez mögött két hullám
somag szuperpozí
iójára hasad, amelyekegyike a szórt irányban, másika a direkt irányban mozog. Feltevés szerint a lemezfelezi az intenzitást, ezért a kilép® résznyalábok amplitúdója a bees® nyaláb amplitú-dójának az 1/
√

2-szerese.A poten
iállép
s® tárgyalásánál (34.fejezet) azonban láttuk, hogy a hullám
somag-képet 
sak addig kell szem el®tt tartanunk, ameddig tisztázzuk, hogy a S
hrödingeregyenlet általános megoldásában fellép® konstansok közül melyiket kell nullának vá-lasztani. Ezután már lehetséges (és 
élszer¶) a hullám
somagok helyett síkhullámok-kal dolgozni. Ennek a felfogásnak megfelel®en a lemezen kívül a hullámfüggvény a109



következ®:
ψ(x) =


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A · ei~k · ~r a b-nyalábban
A√
2
· ei(~k

′ · ~r + δs) az s-nyalábban
A√
2
· ei(~k · ~r + δd) a d-nyalábban.A közös e−iωt tényez®t elhagytuk. A ~k vektor a bees® és a direkt nyaláb, ~k′ pediga szórt nyaláb irányába mutat (k = k′). A δs és a δd azok a fázisok38, amelyek alemezben történ® terjedés következtében jönnek létre.A bemen® nyaláb hullámfüggvénye alapján tehát a következ® szabály szerint ír-hatjuk fel a kimen® nyalábok hullámfüggvényét:A szórt nyaláb hullámfüggvényének a felírásánál a hullámvektort helyettesítjükaz új irány hullámvektorával és szorzunk az 1√

2
· eiδs tényez®vel. A direkt nyalábhullámfüggvényében a hullámvektor változatlan marad és az 1√

2
· eiδd-vel szorzunk.Megmutatjuk, hogy az id®tükrözési invarian
ia következményeként a két fázis kü-lönbsége π/2.
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22. ábra.Az id®tükrözött mozgás hullámfüggvénye ψ(x)∗-al egyenl® (a közös e+iω(−t) =

e−iωt elhagyása után). Ekkor két nyaláb esik rá a lemezre jobbról (a −s és a −dirányból), amelyeknek a hullámfüggvénye a ψ(x) s és d irány menti részeinek a komp-lex konjugáltja. A lemezen történ® áthaladás utáni hullámfüggvényeket ezekb®l az38Pontosabb lenne fázisállandóknak nevezni ®ket.110



el®bbi szabály alapján képezzük: szorzunk az 1√
2
eiδs , vagy az 1√

2
eiδd faktorral ésirányváltoztatás esetén a hullámvektorukat helyettesítjük az új irány hullámvektorá-val.Ennek az el®írásnak a következtében az id®tükrözött mozgásban az eredeti mozgásbeesési egyenese mentén ( −b irányban) az

[

A√
2
e−i(~k · ~r + δs)

]

· 1√
2
eiδs +

[

A√
2
e−i(~k · ~r + δd)

]

· 1√
2
eiδd .hullámfüggvény¶ nyaláb lép ki (feltesszük, hogy A valós). Az összeg A · e−i~k · ~r-elegyenl®, ami a bees® hullám komplex konjugáltja. Az id®tükrözési invarian
ia követ-keztében ennek így is kell lennie. A lemez baloldalán lév® másik irány mentén (a −sirány meghosszabbításában, az ábrán a szaggatott vonal) viszont a hullámfüggvény-nek el kell tünnie:

[

A√
2
e−i(~k

′ · ~r + δd)
]

· 1√
2
eiδs +

[

A√
2
e−i(~k

′ · ~r + δs)
]

· 1√
2
eiδd = 0.Egyszer¶sítés után ez az egyenlet a

ei(δs − δd) + ei(δd − δs) = 0egyenl®ségre redukálódik, amelyben a két tag egymás komplex konjugáltja, ezértösszegük 
sak akkor zérus, ha tiszta képzetesek. Mivel ráadásul fázisfaktorok, össze-gük elt¶nésének feltétele
ei(δs − δd) = +i vagy − i,azaz δs− δd = ±π/2, ahogy állítottuk. A továbbiak szempontjából közömbös, melyikel®jel érvényes. A S
hrödinger-egyenlet alapján végzett részletes számítás az alsótadja, ezért válasszuk ezt:

δs = δd −
π

2
.Ennek az egyenletnek a tartalmát úgy is kifejezhetjük, hogy az eredeti mozgásbana szórt nyaláb hullámfüggvénye e−iπ/2 = −i faktorban különbözik a direkt nyalábétól.Az id®tükrözött mozgásra nézve pedig az következik bel®le, hogy a két bees® nya-láb közül az változtat irányt, amelyik +i szorzóban különbözik a másikhoz képest. Azel®jelváltás az id®tükrözéssel kap
solatos komplex konjugálás következménye.3.46. A háromfül¶ interferométerAz interferométer lényege egy 8-10 
m hosszú, 2-3 
m átmér®j¶ szili
ium egykristályhenger, amelyb®l a 23.ábrán látható háromfül¶ alakzatot vágták ki. A 24.ábra afelülnézetet mutatja. Ezen feltüntettük a résznyalábok hullámfüggvényeit is.111



A baloldali fül, amelyre a reaktorból érkez® nyaláb ráesik, az osztó, amely két �feltevésünk szerint egyenl® intenzitású � hullámra bontja a bees® hullámot. A közép-s® fül a tükör, ami ugyan
sak két-két részre osztja a ráes® nyalábokat, de a berendezés
sak a szórt nyalábokat hasznosítja. A tükör funk
iója a széttartó résznyalábok össze-tartóvá változtatása annak érdekében, hogy az interferen
iájukat analizálhassuk. Ezta harmadik fül végzi, amely analizátor funk
iót lát el, mert a két különböz® iránybólérkez® résznyaláb interferen
iáját analizálhatjuk a segítségével.

23. ábra.Könnyen meggy®z®dhetünk róla, hogy az analizátorhoz képest a neutron olyanmozgást végez, amelyik az osztóhoz viszonyított mozgás id®tükrözöttje. Ehhez 
su-pán azt kell észrevenni, hogy az analizátorra es® két résznyaláb relatív fázisa π/2-velegyenl®.Valóban, az analizátorig megtett úton a fels® résznyaláb (nevezzük ezt 1.-nek)eggyel több irányváltoztatást szenved, mint az alsó, ezért a hullámfüggvénye a 2.(alsó) nyaláb hullámfüggvényének a −i-szerese.Az analizátoron történ® áthaladásra tehát alkalmazhatjuk az id®tükrözött mozgás-ra vonatkozó korábbi szabályunkat. Eszerint az interferométer kimenetén lehetségeskét (s és d) irány közül 
sak az egyik mentén fog a hullámfüggvény zérustól külön-bözni. Mivel a 2.nyaláb az, amelynek a hullámfüggvénye a másik +i-szerese, ezért ezfog irányt változtatni, és 
sak a direkt irányban fognak neutronok kilépni (Wd = 1,
Ws = 0).Azt találtuk tehát, hogy az interferométer kimenetén 
sak a direkt irányban je-lennek meg neutronok (a bees®knek a fele jut el ide, a másik fele a tükörnél kilépa berendezésb®l). Ugyanezt az eredményt természetesen a rajzon részletesebben fel-tüntetett hullámfüggvények segítségével, az id®tükrözésre történ® hivatkozás nélkülis megkaphatjuk.De mi lesz akkor, ha valamelyik bels® utat letakarjuk kadmium lemezzel, ami na-gyon er®sen abszorbeálja a neutronokat? Az analizátor ekkor osztóvá válik, és ezértmindkét kimen® irányban egyenl® valószin¶séggel találunk neutronokat.El®ttünk áll az interferen
ia triád tiszta formájában: attól, hogy az egyik utat112



letakarjuk, a neutronok megjelennek abban az irányban is, amelyben korábban nemjelentkeztek. A letakarás nem jelent te
hnikai problémát, mert a résznyalábok 
en-timéternyire különülnek el egymástól. A jelenlegi reaktorok mellett automatikusanteljesül az is, hogy a bees® neutronok nagyon ritkán követik egymást, tehát interfe-ren
iájukat nem okozhatja köl
sönös egymásra hatásuk.Ez a kísérleti eredmény mutatja, hogy amikor nem észleljük ®ket, a neutronoknem viselkednek része
skeként. A 44.fejezetben viszont láttuk, hogy amikor észleljük®ket, mindig jól meghatározott pontban lokalizált része
skeként jelentkeznek. Ez a"kétszín¶ség" minden mikrorésze
skére jellemz®, és a kett®s természet, vagy a része
s-ke-hullám dualizmus nevet viseli. Újra aláhúzzuk, hogy ennek a következtetésnek alevonása az interferen
ia-triád demonstrálásával történik és nem igényel �elméletet�.Az eszköz kigondolása és megtervezése az, amihez kvantumelméletre � a kristálybanmozgó neutronok S
hrödinger egyenletének a megoldására � van szükség.Ezen az alapkísérleten kívül az interferométer segítségével más kvantumelméletiparadoxonok is demonstrálhatók, és az eszközt fel lehet használni különféle, els®sor-ban mag�zikai paraméterek nagypontosságú mérésére is.
+δ

+δ
+2δ

+δ +δ24. ábra.Válaszolnunk kell még arra a kérdésre, hogy miért kell az interferométert egyk-ristályból készíteni. Ahhoz, hogy az analizátorhoz viszonyított mozgás az osztóhozképesti mozgás id®tükrözöttje legyen, valójában nem elegend® az, hogy a két anali-zátorra es® résznyaláb relatív fázisa π/2-vel legyen egyenl®. Az is szükséges hozzá,hogy az analizátor kristályrá
sa a két résznyalábhoz viszonyítva ugyanolyan helyzetetfoglaljon el, mint az osztóé a két bel®le kilép® nyalábhoz képest. Nem 
supán arrólvan szó, hogy az irányoknak meg kell egyezniük: a rá
spontoknak illeszkedniük kella hullámpro�lhoz, szinkronizáltan kell maximumba és minimumba kerülniük. Ha �-gyelembe vesszük, hogy hullámnak az osztó és az analizátor közti szakaszán mintegy
109 hullámhossz fér el (vagyis a fázis nagysága az analizátoron ≈ 2π · 109-el egyen-l®), megérthetjük, hogy a szükséges geometriai pontosságot 
sak egykristállyal lehet113



megvalósítani. A kristálynövesztésen kívül a kísérlet nehéz pontja a fülek kivágása(itt µm nagyságrend¶ pontosság szükséges), valamint a h®mérsékleti deformá
iók ésa kristály saját súlyából ered® deformá
iók kiküszöbölése illetve kompenzálása.72.Feladat: Tegyük fel, hogy az 1.résznyaláb fázisát megnöveljük egy önkényesenválasztott δ értékkel. Határozzuk meg a δ függvényében annak Wd, Ws valószín¶sé-gét, hogy azok a neutronok, amelyek a tükörnél az interferométerben maradnak, adirekt ill. a szórt irányban észlelhet®k.Megoldás: Az analizátorig az 1.nyaláb kétszer, a 2.-s egyszer változtat irányt,ezért az önkényes fázist is �gyelembe véve az 1.nyaláb fázisa (−π/2 + δ)-val nagyobba 2.-énél.Az analizátoron áthaladva létrejöhet még egy −π/2 fáziskülönbség közöttük.A direkt kimen® irányban a 2.nyaláb kapja ezt az extra fázist, ezért ebben azirányban a hullámfüggvény az
ei(−π/2 + δ) + e−iπ/2 = (−i)

(

1 + eiδ
)összeggel, a Wd találati valószín¶ség pedig az
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∣1 + eiδ
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2

= 2(1 + cos δ)kifejezéssel arányos. Mivel δ = 0-nál Wd = 1, ezért
Wd =

1 + cos δ

2ahonnan
Ws =

1− cos δ

2
.Következtetés: mialatt a δ fázis 2π-t változik, a találati valószín¶ség fokozatosanáttev®dik az egyik kimeneti irányról a másikra és vissza.♣Megjegyzés: A feladatban feltételezett fázisváltoztatást egy vékony alumíniumlapsegítségével lehet a gyakorlatban megvalósítani. A di�rak
ióelméletben megmutatják,hogy amorf közegben az atommagok hatása a nagy hullámhosszú neutronokra kiátla-golódik és egy konstans U u.n. optikai poten
iállal írható le. Az alumíniumlap ezértpoten
iálgátnak tekinthet® (36.fejezet), és a hatását a poten
iálgát T transzmisszióskoef�
iensével ((84) képlet) történ® szorzással vehetjük �gyelembe.A di�rak
ióelméletb®l az is kiderül, hogy |rk| ≪ 1, ezért a (84) alapján T = eiδ ,ahol δ = (k1−k)a (a jelöléseket lásd a 36.fejezetben). Ha az alumíniumlapot a nyalá-bon kívüli tengely körül forgatjuk, a nyaláb menti vastagsága (az a értéke) változik.Ilymódon tetsz®legesen változtathatjuk bármely résznyaláb fázisát. Ezt a lehet®ségeta legtöbb kísérletben hasznosítják is. 114



3.47. A Born hipotézis pontos értelmeA Born hipotézis szolgáltatja a kvantumme
hamika matematikai apparátusának �zi-kai interpretá
ióját. Spe
iálisan a helymérés példáján a hipotézis állítása az, hogy haa rendszer hullámfüggvénye ψ(x, y, z, t), akkor a t pillanatban végzett helymérésnéla része
skéket |ψ(x, y, z, t)|2 · dΩ valószín¶séggel találjuk az x, y, z koordinátájú pontkörüli dΩ térfogatban.Kérdezzük meg például, milyen W1, W2 valószín¶séggel észleljük az interferomé-teren keresztül átrepül® (egyetlen) neutront az 1. vagy a 2. bels® résznyalábban.Ha a t olyan, hogy a neutron mozgását leíró hullám
somag az interferométerenbelül nulla, akkor természetesen nulla valószín¶séggel. De vegyünk olyan t-t, amikora hullám
somag teljes egészében az interferométeren belül helyezkedik el. Mivel afülek � feltevés szerint � pontosan felezik a nyalábokat, nyilván
W1 =

∫

1

dΩ · |ψ(x, y, z, t)|2 =
1

2

W2 =

∫

2

dΩ · |ψ(x, y, z, t)|2 =
1

2(az integrálások az 1. illetve a 2. résznyaláb térfogatára terjednek ki).Hogyan ellen®rizhetjük ezt az eredményt? Úgy, hogy egy-egy neutrondetektorthelyezünk el a résznyalábok útjába. Minden egyes neutron 
sak az egyik detektortszólaltatja meg (mert mint egész része
ske 
sak az egyikben tudja létrehozni az ér-kezését jelz® magreak
iót), de sok neutron észlelésénél a detektorok egyenl® számúneutront fognak jelezni. Pontosabban, ha N1 és N2 a megfelel® nyalábokban észleltneutronok száma, akkor N = N1 +N2 −→∞-nél N1

N
,
N2

N
−→ 1

2
.Amikor az interferométer a rendeltetésének megfelel®en üzemel, a bels® résznya-lábok útjában természetesen nin
senek detektorok; a neutronokat a kimeneti s és dirányban regisztráljuk. Feltehetünk azonban egy kérdést, amely ennek a fejezetnekaz alapproblémáját fogalmazza meg: Mondhatjuk-e, hogy azokban a pillanatokban,amikor a hullám
somagok az interferométeren belül vannak, a neutronok most is 1/2valószín¶séggel tartózkodnak az egyik vagy a másik résznyalábban?Amikor az interferométeren belül detektáltuk ®ket, valóban ez volt a helyzet. Detörténhetett-e változás 
supán attól, hogy a detektorokat áthelyeztük az interferomé-teren kívülre?Az ember hajlamos erre a kérdésre határozott nemmel válaszolni és ezzel arra sza-vazni, hogy a neutronok továbbra is 1/2 valószín¶séggel tartózkodnak vagy az 1., vagya 2. résznyalábban. A neutronokat ugyanis mindig egész része
skének tapasztaljuk ésannak, hogy melyik résznyalábba kerülnek, az osztóból való kilépésnél el kell d®lnie.Az osztóból történ® kilépés módja pedig nem változhat meg attól, hogy vannak-edetektorok valahol (elvben tetsz®legesen távol) a tükör és az analizátor között.Ezt az érvelést azonban a leghatározottabban 
áfolja a résznyalábok interferen
i-ája. Mint láttuk, az interferen
ia triád a legbiztosabb jele annak, hogy az a valami,115



ami az interferométeren átjön (és a kimeneten része
skeként észleljük), az interfero-méteren belül nem viselkedhet része
skeként. Ha ugyanis vagy az egyik úton, vagy amásikon érkezne az analizátorra, nem tapasztalhatnánk interferen
iát.Az osztóról való kilépéskor tehát 
sak abban az esetben d®l el, hogy melyik résznya-lábba kerül a neutron, amikor err®l közvetlenül, a bels® nyalábok útjában elhelyezettdetektorok segítségével meg is tudunk gy®z®dni. Az eredeti kérdésünkre a korrektválasz tehát az, hogy amikor nem �gyeljük meg közvetlenül, akkor nem igaz az, hogya neutron 1/2 valószín¶séggel van az egyik vagy a másik résznyalábban. Nem azértnem igaz, mert a valószín¶ség értéke más, hanem azért, mert a kérdés alapjául szolgá-ló kép hibás: a berendezésen áthaladó neutron, amikor nem észleljük, nem választ anyalábok között: az, hogy az egyikben van, úgy látszik nem zárja ki, hogy ugyanakkora másikban is lehessen.Ezt a következtetést úgy is kifejezhetjük, hogy a klasszikus �zika szerint egy-mást kizáró lehet®ségek a mikro�zikában nem zárják ki feltétlenül egymást (hanem�interferálnak�). Valószín¶leg ez az állítás foglalja össze a legtömörebben a klasszikusés a kvantum�zika közötti alapvet® különbséget.Vegyük észre, hogy az ellentmondás, amit ez a paradoxon tükröz, nem tényszer¶(logikai) ellentmondás, hanem (
sak?) annak a szemléleti keretnek az elégtelenségérevilágít rá, amelybe a jelenségeket (adott esetben a testek helyváltoztatását) belefog-laljuk. Fogalmazzuk meg újra a két látszólag egymásnak ellentmondó állítást:1)Amikor a detektorok a résznyalábokban vannak, minden neutron vagy az egyik,vagy a másik résznyalábban regisztrálják.2)Amikor a detektorok az interferométeren kívül vannak, a kísérleti eredmények-kel nem fér össze, hogy úgy képzeljük, hogy a neutronok most is mindig vagy az egyikvagy a másik résznyalábban haladnak át az interferométeren.Figyeljük meg, hogy nem ugyanarról mondjuk azt, hogy igen is meg nem is, hiszena két esetben a �zikai szituá
ió különbözik egymástól. Azért érezzük mégis, hogy akét állítás együtt paradoxális, mert a tapasztalataink (vagy velünk született felfogás-módunk) alapján úgy képzeljük, hogy a nyalábválasztásnak már az osztóból történ®kilépésnél el kellett d®lnie, és nem függhet attól, hogy a további útja során mi vármég a neutronra.Ez azonban 
sak várakozás, ösztönös hipotézis, és semmiképpen sem tekinthet®ténynek. Hiszen nyilvánvalóan nem értelmes az a kérdés, hogy milyen valószín¶séggelészlelik a neutronokat a bels® nyalábokban elhelyezett detektorok, amikor nin
senek abels® nyalábokban. Ez a kérdés értelmesen 
sak feltételes módban fogalmazható meg(milyen valószín¶séggel észlelnék...). A mindennapi életben � és a nemkvantum �zi-kában is � számtalanszor adunk teljesen jóhiszem¶ választ az ilyen kérdésekre, nemgondolva rá, hogy a válasz elvileg bizonyíthatatlan hipotézisen alapul: azon, hogy afeltétel megváltozása a válasz érvényessége szempontjából lényegtelen. Miért is lennelényeges az osztóból való kilépés szempontjából, hogy a távoli detektor az analizátorel®tt vagy mögött van? � gondoljuk magunkban ösztönösen. Ha makroszkópikusgolyókról lenne szó, nem is volna lényeges: ezt onnan tudhatjuk, hogy a hétköznapi116



döntéseink és a makroszkópikus világgal foglalkozó tudományos gyakorlat is sikeres,pedig ezen a feltevésen alapul. De amikor neutronokat vizsgálunk, a változás lényeges� ezt bizonyítja az interferen
ia.Összefoglalva megállapíthatjuk, hogy a Born hipotézis 
sak a tényleges meg�gye-lések eredményének a valószín¶ségét adja meg. Nem alkalmazhatjuk olyankor, amikora mérést 
sak elgondoljuk. Nem azt mondja meg, hogy a része
ske milyen valószí-n¶séggel van itt vagy ott, hanem azt, hogy ha alkalmas mér®eszközzel meg�gyeljük,milyen valószín¶séggel találjuk meg itt vagy ott.***Áttérünk az impulzusmomentum kvantumme
hanikai tárgyalására. A kvantum-me
hanikában az impulzusmomentum ugyanazért fontos, mint a klasszikusban: a
entrálszimmetrikus problémákban mozgásállandó.3.48. Az impulzusmomentum operátoraAz impulzusmomentum operátora az
~̂
L = (L̂x, L̂y, L̂z) =

(

~̂r × ~̂p
)vektoroperátor, amelynek komponensei a következ®k:

L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x.A tényez®k sorrendje a szorzatokban tetsz®leges, mert 
sak kommutáló operátorokfordulnak el® bennük.73.Feladat: Igazoljuk, hogy
[

L̂x, L̂y

]

= ih̄L̂z

[

L̂y, L̂z

]

= ih̄L̂x

[

L̂z, L̂x

]

= ih̄L̂y



































(101)Igazolás:
[L̂x, L̂y] = [ŷp̂z − ẑp̂y, ẑp̂x − x̂p̂z] = [ŷp̂z, ẑp̂x]− [ẑp̂y, ẑp̂x]− [ŷp̂z, x̂p̂z] + [ẑp̂y, x̂p̂z].A tagok számításánál a kanonikus fel
serélési relá
iókat használjuk.

[ŷp̂z, ẑp̂x] = ŷp̂z ẑp̂x − ẑp̂xŷp̂z = ŷ(ẑp̂z − ih̄)p̂x − ẑp̂xŷp̂z = −ih̄ŷp̂x.117



Hasonlóan látható be, hogy
[ẑp̂y, ẑp̂x] = [ŷp̂z, x̂p̂z] = 0,

[ẑp̂y, x̂p̂z] = +ih̄x̂p̂y.Így
[

L̂x, L̂y

]

= ih̄(x̂p̂y − ŷp̂x) = ih̄Lz.♣74.Feladat: Igazoljuk, hogy
[

L̂x, L̂
2
]

=
[

L̂y, L̂
2
]

=
[

L̂z, L̂
2
]

= 0. (102)Igazolás:
[

L̂x, L̂
2
]

=
[

L̂x, L̂
2
x

]

+
[

L̂x, L̂
2
y

]

+
[

L̂x, L̂
2
z

]

.A kommutátorok kiszámítására az u.n. �deriválási szabályt� használjuk, amely háromtetsz®leges Â, B̂, Ĉ operátorra érvényes és a kommutátorok kiírásával igazolható:
[Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ].Eszerint

[

L̂x, L̂
2
x

]

= 0
[

L̂x, L̂
2
y

]

=
[

L̂x, L̂y

]

L̂y + L̂y

[

L̂x, L̂y

]

= ih̄
(

L̂zL̂y + L̂yL̂z

)

[

L̂x, L̂
2
z

]

=
[

L̂x, L̂z

]

L̂z + L̂z

[

L̂x, L̂z

]

= −ih̄
(

L̂yL̂z + L̂zL̂y

)ahonnan következik az állítás.♣75.Feladat: Igazoljuk, hogy
[

L̂x, ŷ
]

= ih̄ẑ stb.
[

L̂x, p̂y

]

= ih̄p̂z stb.♣76.Feladat: Igazoljuk, hogy ha r̂2 = x̂2 + ŷ2 + ẑ2, valamint p̂2 = p̂2
x + p̂2

y + p̂2
z,akkor

[L̂x, r̂
2] = 0 stb. [L̂x, p̂

2] = 0 stb.♣Következmény: ha f az origótól mért távolságtól és/vagy az impulzus abszolút érté-két®l függ és az origó körül hatványsorba fejthet® függvény, akkor
[L̂x, f(r̂)] = [L̂x, f(p̂)] = 0 stb.118



77.Feladat: Legyen Ĥ 
entrális er®térben mozgó tömegpont Hamilton-operáto-ra. Mutassuk meg, hogy
[

L̂x, Ĥ
]

=
[

L̂y, Ĥ
]

=
[

L̂z, Ĥ
]

=
[

L̂2, Ĥ
]

= 0.♣ (103)3.49. Az L̂2 operátor sajátértékei és sajátfüggvényeiA klasszikus me
hanikában az ~L = (~r × ~p) impulzusmomentum nem függ a ~p radi-ális irányú komponensét®l. A kvantumme
hanikában ennek az felel meg, hogy az ~̂Loperátor nem tartalmaz r-szerinti deriválást. A bizonyítás érdekében vegyünk egytetsz®leges ψ-t, amiben � ha szükséges �, a Des
artes-koordinátákat kifejezhetjükgömbi koordinátákon keresztül. Hassunk erre az impulzusmomentum operátorával,amelyben ~̂r a koordinátával való szorzás operátora, ~̂p pedig a gradiens h̄/i-szerese:
(~̂r × ~̂p)ψ =

h̄

i
(r~er × ~∇ψ).Ebben a képletben ~er a gömbi koordinátarendszer lokális bázisának radiális egységvek-tora. Célszer¶ a gradiens gömbi koordinátákban felírt alakját használni (Me
hanikajegyzet 6.fejezet). Akkor

~∇ψ =
∂ψ

∂r
~er +

1

r

∂ψ

∂ϑ
~eϑ +

1

r sinϑ

∂ψ

∂ϕ
~eϕ.Ha ezt a vektoriális szorzatba behelyettesítjük, az (~er × ~er) = 0 következtében a ψ

r-szerinti deriválása valóban kiesik a képletb®l.Eredményünkb®l az is következik, hogy az L̂2 operátor is 
sak ϑ és ϕ szerintideriválást tartalmaz. Az operátor konkrét alakját a legegyszer¶bben így találhatjukmeg:A kinetikus energia a
K = Kr +

L2

2mr2alakban is felírható. Ez a képlet a klasszikus- és a kvantumme
hanikában egyarántérvényes. Az Elektrodinamika jegyzet 5.fejezetében a ∇2-re felírt képlet felhasználá-sával
K̂ = − h̄2

2m
∇2 = − h̄2

2m

[

∂2

∂r2
+

2

r
· ∂
∂r

+
1

r2 sin2 ϑ
· ∂

2

∂ϕ2
+

1

r2
· ∂

2

∂ϑ2
+

1

r2
cosϑ

sinϑ
· ∂
∂ϑ

]

.Nyilvánvaló, hogy az els® két tag felel meg K̂r-nek (a radiális kinetikus energiában
sak r-szerinti derivált szerepelhet, az L̂2-ben nem szerepelhet r-szerinti derivált),ezért
L̂2 = −h̄2

[

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂ϑ2
+

cosϑ

sinϑ

∂

∂ϑ

]

.119



Hasznos lesz ezt az operátort ∇2-n keresztül is kifejezni:
L̂2 = 2mr2(K̂ − K̂r) = −h̄2r2∇2 + h̄2

[

r2
∂2

∂r2
+ 2r

∂

∂r

]

=

= −h̄2

[

r2∇2 − 2r
∂

∂r
− r2 ∂

2

∂r2

]

.

(104)Az L̂2 sajátfüggvényei szoros kap
solatban vannak az x, y, z változók l−d fokúhomogén polinómjaival39, amelyeket most Zl-vel fogunk jelölni. Például
Z0 = a

Z1 = ax+ by + cz

Z2 = ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz

Z3 = ax3 + by3 + cz3 + dx2y + ...+ jxyz


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


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




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


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(105)(a képletekben a, b, c, ..., j tetsz®leges numerikus koef�
iensek).Ha áttérünk polárkoordinátákra, akkor az r kiemelhet® rl formájában:
Zl(x, y, z) = rl · Yl(ϑ, ϕ).Ennek alapján

∂Zl

∂r
=
l

r
Zl,

∂2Zl

∂r2
=
l(l − 1)

r2
Zl.Így, a (104) alapján

L̂2Zl = −h̄2
[

r2∇2Zl − l(l + 1)Zl

]

.Innen már könny¶ észrevenni, hogy azok a Zl-k lesznek L̂2 sajátfüggvényei, ame-lyek kielégítik a
∇2Zl = 0 (106)Lapla
e-egyenletet (Elektrodinamika jegyzet 6.fejezet), ugyanis az ilyen Zl−kre

L̂2Zl = h̄2 · l(l + 1)Zl.A Lapla
e-egyenletet kielégít® Zl-ket l-d fokú harmonikus polinómoknak nevezzük.Az L̂2 operátor sajátfüggvényei ezek a polinómok, a hozzájuk tartozó sajátérték pedig
h̄2 · l(l+ 1)-el egyenl®.Az impulzusmomentum nagysága tehát a h̄

√

l(l + 1) értékeket veheti fel (l =
0, 1, 2, ...). Emlékeztetünk rá, hogy a Bohr-Sommerfeld modellben (10.fejezet) ugya-nerre a mennyiségre a h̄l értékeket kaptuk, amelyek 
sak l ≫ 1-nél egyeznek a kvan-tumme
hanika eredményével. Általában is igaz, hogy nagy kvantumszámoknál a39Ld. az Elektrodinamika jegyzet 43.fejezetét.120



Bohr-Sommerfeld modell a kvantumme
hanika egyre jobb közelítése (de számos ered-ménye a kvantumszámok kis értékeinél is érvényes).Kérdés: hányszorosan elfajult a h̄2 · l(l+ 1) sajátérték? Nyilván annyiszor, ahányolyan független Zl van, amely kielégíti a Lapla
e-egyenletet.Adott l-nél annyi független Zl van, ahány tagú Zl általános kifejezése40. Jelöl-jük ezt a számot Fl-el. A (105) mutatja, hogy F0 = 1, F1 = 3, F2 = 6, F3 = 10.Általában Fl az a szám, ahányféleképpen l egyforma golyót el lehet osztani háromurnában (amelyeket x-el, y-al, z-vel jelölhetünk). Másképpen: ahányféleképpen kétegyforma �falat� el lehet helyezni l + 2 helyen (a maradék l helyen vannak a golyók).Az eredmény:
Fl =

(

l + 2

2

)

=
(l + 2)(l + 1)

2
.Amikor Zl általános kifejezését behelyettesítjük a Lapla
e-egyenletbe, a balolda-lon olyan Zl−2 polinómot kapunk, amelynek Fl−2 darab koef�
iense a kiindulásulvett Zl koef�
ienseinek meghatározott függvénye. Ahhoz, hogy Zl kielégítse a Lapla-
e-egyenletet, ennek az Fl−2 koef�
iensnek nullával kell egyenl®nek lennie, ami Fl−2darab feltétel a Zl polinóm Fl koef�
iensére. Ebb®l következik, hogy a lineárisanfüggetlen l-d fokú harmonikus polinómok száma

νl = Fl − Fl−2 = 2l + 1.Ennyiszer elfajult az l kvantumszámú sajátérték. A Bohr-Sommerfeld modellbenugyanezt az elfajulást találtuk.3.50. Az L̂2 és az L̂z közös sajátfüggvényeiA (102) mutatja, hogy L̂2 kommutál az impulzusmomentum operátor mindegyik kom-ponensével, ezért bármelyikkel van közös sajátfüggvényrendszere. A komponensekazonban egymással nem kommutálnak (ld. (101)-t) és nin
s közös sajátfüggvényrend-szerük. Ezért meg kell elégednünk azzal, hogy az L̂2 elfajult sajátfüggvényeit úgylineárkombináljuk, hogy valamelyik impulzusmomentum komponensnek is a saját-függvényei legyenek. A kialakult tradí
iónak megfelel®en a z-komponenst választjuk:ez a választás símul a legtermészetesebben a polárkoordináták de�ní
iójához.A feladat tehát a következ®: keressük meg az l-d fokú harmónikus polinómoknakazokat a lineárkombiná
ióit, amelyek az L̂z sajátfüggvényei. A feladat polárkoordi-nátákban oldható meg a legkönnyebben, amelyben az L̂z az egyszer¶
L̂z =

h̄

i

∂

∂ϕalakú.78.Feladat: Mutassuk meg, hogy ez az operátor azonos x̂p̂y − ŷp̂x-el.40A független Z1−k pl az x, az y, valamint a z egytagú els®fokú homogén "polinómok".121



Igazolás: Amikor egy x, y, z függvényt ϕ szerint deriválunk, a
∂

∂ϕ
=
∂x

∂ϕ

∂

∂x
+
∂y

∂ϕ

∂

∂y
+
∂z

∂ϕ

∂

∂zképletet használjuk. Mivel
x = r sinϑ · cosϕ y = r sinϑ · sinϕ z = r cosϑ, (107)ezért

∂x

∂ϕ
= −r sinϑ · sinϕ = −y

∂y

∂ϕ
= r sinϑ · cosϕ = x

∂z

∂ϕ
= 0.Így

h̄

i

∂

∂ϕ
= x · h̄

i

∂

∂y
− y · h̄

i

∂

∂x
,ami az x̂p̂y − ŷp̂x operátor koordinátareprezentá
ióban felírva.♣Jelöljük az L̂z sajátértékeit h̄m-el, ahol m egyenl®re ismeretlen dimenziótlan szám(az impulzusmomentum és a Plan
k-állandó dimenziója ugyanaz), a h̄m-hez tartozósajátfüggvényt pedig χm(ϕ)-vel. A sajátértékegyenlet:

h̄

i

∂χm

∂ϕ
= h̄m · χm,amelynek megoldása

χm = konstans · eimϕ (0 ≤ ϕ < 2π). (108)A konstans itt úgy értend®, hogy nem függ ϕ-t®l, a többi változót azonban természe-tesen tartalmazhatja.A χm(ϕ) sajátfüggvény ϕ-beli folytonossága megköveteli, hogy χm(0) legyenegyenl® χm(2π)-vel, azaz legyen
eim · 2π = 1.Ez azonban 
sak akkor teljesül, ha az m kvantumszám egész.Az impulzusmomentum z-vetülete tehát a h̄ egész számú többszöröse (a Bohr-Sommerfeld modellben ugyanez volt a helyzet). Mivel a z-tengely tetsz®leges hely-zet¶, az impulzusmomentum bármely irányra vetett vetülete a Plan
k-állandó egészszámú többszöröse. 122



Az L̂z sajátfüggvényeinek az ismeretében a fejezet elején megfogalmazott felada-tot pontosíthatjuk: keressük meg az l-d fokú harmónikus polinómoknak azokat a Zlmlineárkombiná
ióit, amelyek a ϕ azimutszöget eimϕ szorzófaktor formájában tartal-mazzák.A megoldást az l = 1 polinómokon mutatjuk be. A független Z1-ket úgy kaphat-juk, hogy (105) második sorában el®ször 
sak az a-t, majd 
sak a b-t végül 
sak a
c-t tekintjük nullától különböz®nek és a határozottság kedvéért 1-nek választjuk ®ket.Így kapunk F1 = 3 független els® fokú polinómot, amelyek a következ®k:

fa(x, y, z) = x, fb(x, y, z) = y, fc(x, y, z) = z.Ezek egyben harmónikus polinómok is (a második deriváltjaik nullák). A ϕ füg-gésüket (107) mutatja. Látjuk, hogy 
sak fc = z az, amelyik az azimutszöget eimϕalakban tartalmazza (m = 0-val). A másik kett®t még alkalmas módon lineárkombi-nálni kell:
fa(x, y, z)− ifb(x, y, z) = x− iy = r sinϑ · e−iϕ (m = −1)

fa(x, y, z) + ifb(x, y, z) = x+ iy = r sinϑ · eiϕ (m = +1).Az L̂2 sajátértékét meghatározó l = 1 mellékkvantumszámhoz tehát az L̂z sajátértékétmeghatározó mágneses kvantumszám −1, 0, +1 értéke tartozik (v.ö. a 11.fejezettel).A közös sajátfüggvényeket is megtaláltuk, 
sak még normálni kell ®ket.Polárkoordinátákban a
(~ψ, ~φ) =

∫

dΩ · ψ∗(r, ϑ, ϕ)φ(r, ϑ, ϕ)skalárszorzatban dΩ = r2 sinϑ · dr · dϑ · dϕ, és az integrálás a 0 ≤ r <∞, 0 ≤ ϑ ≤ π,
0 ≤ ϕ < 2π tartományra terjed ki. Amikor azonban az impulzusmomentumról tár-gyalunk, a hullámfüggvényeknek 
sak a ϑ, ϕ függését vizsgáljuk, a radiális irányúmozgást �gyelmen kívül hagyjuk. Célszer¶ ezért az impulzusmomentum sajátfüggvé-nyeket az egységgömbre (r = 1) korlátozott Zlm-knek tekinteni:

Zlm(x, y, z) = rl · Ylm(ϑ, ϕ)

Ylm(ϑ, ϕ) = Zlm(x, y, z)|x2+y2+z2=1 .Az egységgömbön értelmezett Ylm függvényeket, amelyek L̂2 és L̂z közös sajátfügg-vényei, gömbfüggvényeknek nevezzük. Amikor gömbfüggvények skalárszorzatait szá-moljuk, az r-t 1-nek kell tekinteni és az r-szerinti integrálást el kell hagyni, vagyis azintegrálást az egységgömb felületére kell korlátozni.Fejezzük most be az l = 1 eset tárgyalását az 1-re normált Y1m gömbfüggvényekmegkeresésével. Nyilván 123



Y1 −1(ϑ, ϕ) = N−1 · sinϑ · e−iϕ

Y10(ϑ, ϕ) = N0 · cosϑ

Y11(ϑ, ϕ) = N1 · sinϑ · eiϕ.79.Feladat: Határozzuk meg a (valós) normálási tényez®ket ezekben a képletek-ben.Megoldás:
∫

Y ∗
1 −1Y1−1 sinϑ · dϑ · dϕN2

−1 · 2π
∫ π

0

sin3 ϑ · dϑ =

= N2
−1 · 2π

∫ 0

π

(1− cos2 ϑ)d cosϑ = N2
−1 · 2π

∫ 1

−1

(1 − u2)du = N2
−1 ·

8π

3
.Ahhoz, hogy ez 1-el legyen egyenl®, a normálási tényez®t

N−1 = ±1

2

√

3

2πvalamelyikének kell választani. Az alkalmazások szempontjából 
élszer¶ el®jelkonven-
iót nem részletezzük, 
sak annyit jegyzünk meg, hogy mindig teljesül az
Yl −m(ϑ, ϕ) = (−1)mY ∗

lmrelá
ió. A normálási tényez®k (a standard el®jelekkel) a következ®k:
N±1 = ∓1

2

√

3

2π

N0 =
1

2

√

di
3

π
.♣Térjünk most át az általános eset áttekintésére. Az l-d fokú polinómokból 
sakolyan eimϕ-vel arányos kombiná
iók képezhet®k, amelyekben

−l ≤ m ≤ l.Az m legnagyobb lehetséges értékéhez tartozó polinóm ugyanis az
(x + iy)l = rl sinl ϑ · eilϕ124



kombiná
ió, amelyben egyáltalán nin
s z-változó (a z független ϕ-t®l). Ez a kombi-ná
ió harmónikus, mert tetsz®leges l-nél eleget tesz a Lapla
e-egyenletnek:
∂2

∂x2
(x+ iy)l = l(l − 1)(x+ iy)l−2

∂2

∂y2
(x+ iy)l = i2 · l(l − 1)(x+ iy)l−2

∂2

∂z2
(x+ iy)l = 0,

∇2(x+ iy)l = 0.A legkisebb, m = −l-hez tartozó kombiná
ió pedig az (x − iy)l, ami szintén harmó-nikus. Így általában
Yl ±l = N±l sin

l ϑ · e±ilϕ.80.Feladat: Igazoljuk, hogy z(x+ iy)l−1 ∼ Yl(l−1).♣Két olyan gömbfüggvénynek, amelyek a mágneses kvantumszámban különböznek,ortogonálisnak kell lennie egymásra, mert az L̂z operátor különböz® sajátértékéheztartozó sajátfüggvények (20.fejezet 3.tulajdonság).81.Feladat: Igazoljuk ezt az állítást direkt számítással.Igazolás: A két gömbfüggvény az azimutszöget az eimϕ, illetve az eim′ϕ szorzó-faktorban tartalmazza, ezért skalárszorzatukban a ϕ-integrál a következ®:
∫ 2π

0

dϕ · ei(m−m
′)ϕ =























1

i(m−m′)
ei(m−m

′)ϕ
∣

∣

∣

∣

2π

0

= 0 ha m 6= m′

∫ 2π

0

dϕ = 2π ha m = m′. ♣Hasonlóan, két olyan gömbfüggvénynek, amelyek az l mellékkvantumszámban kü-lönböznek, ortogonálisnak kell lennie egymásra, mert az L̂2 operátor különböz® sajá-tértékéhez tartozó sajátfüggvények.82.Feladat: Mutassuk meg, hogy Y(l+1)l és Yll ortogonális egymásra (noha mág-neses kvantumszámaik azonosak).Igazolás: A 80.feladat mintájára Y(l+1)l ∼ z(x + iy)l. Láttuk továbbá, hogy
Yll ∼ (x + iy)l. Így

Y ∗
(l+1)l · Yll ∼ z(x− iy)l(x+ iy)l = z

(

x2 + y2
)l

= z
(

1− z2
)l
.125



Ez a függvény 
sak el®jelben különbözik az egységgömb z > 0 és z < 0 féltekéjén,ezért az egységgömbre vett integrálja zérts.♣.***Foglaljuk össze a megállapításainkat.Az L̂2 és a L̂z operátorok közös sajátfüggvényei az Ylm(ϑ, ϕ) gömbfüggvények.A sajátértékegyenletek a következ®k:
L̂2Ylm = h̄2l(l + 1)Ylm (l = 0, 1, 2, ...)

L̂zYlm = h̄mYlm (−l ≤ m ≤ l).A sajátértékek leolvashatók ezekb®l az egyenletekb®l.Azok a gömbfüggvények, amelyek legalább az egyik indekszükben különböznek,ortogonálisak egymásra (mert legalább az egyik operátor különböz® sajátértékeiheztartoznak), az azonos indeksz¶ek pedig normáltak:
∫

Y ∗
l′m′Ylm sinϑ · dϑ · dϕ = δl′l · δm′m.Az l = 0, 1, 2 indeksz¶ gömbfüggvények a következ®k:
Y00 =

1

2
√
π

Y1 +1 = −1

2

√

3

2π
sinϑ · eiϕ

Y10 =
1

2

√

3

π
cosϑ

Y1 −1 =
1

2

√

3

2π
sinϑ · e−iϕ

Y2 +2 =
1

4

√

3 · 5
2π

sin2 ϑ · e2iϕ

Y2 +1 = −1

2

√

3 · 5
2π

cosϑ · sinϑ · eiϕ

Y20 =
1

4

√

5

π
(3 cos2 ϑ− 1)

Y2 −1 =
1

2

√

3 · 5
2π

cosϑ · sinϑ · e−iϕ126



Y2 +2 =
1

4

√

3 · 5
2π

sin2 ϑ · e−2iϕ.Mint látjuk, ezek mind (108) alakúak.83.Feladat: Az R sugarú gömbön szabadon mozog egy tömegpont. Határozzukmeg az energiaspektrumát és az energiasajátfüggvényeket.Megoldás: Ezt a feladatot a Bohr-Sommerfeld modellben is tárgyaltuk (3.10 feje-zet). A kinetikus energia klasszikus kifejezése alapján a Hamilton operátor konstansfaktortól eltekintve azonos az impulzusmomentum négyzetének az operátorával:
Ĥ = K̂ =

1

2mR2
L̂2.A sajátfüggvényei ezért a gömbfüggvények, a sajátértékei pedig

El =
h̄2l(l+ 1)

2mR2
(n = 0, 1, 2, ...).Az El sajátenergia νl = (2l + 1)-szer elfajult a mágneses kvantumszám szerint(−l ≤ m ≤ l).A Bohr-Sommerfeld modellben El =

h̄2l2

2mR
-t kaptunk, ami 
sak l >> 1-nél korrekt.A harmónikus osz
illátor és a dobozba zárt tömegpont energiaspektruma alapján kissémeglep®, hogy nem kaptunk zéruspont energiát (E0 = 0). Ez azonban nem mond el-lent a bizonytalansági relá
iónak, mert az 
sak Des
artes-koordinátákra és a hozzájuktartozó impulzusokra érvényes.Annak valószín¶sége, hogy adott l,m kvantumszámú állapotban a tömegpon-tot a gömbfelület ϑP , ϕP koordinátájú P pontjának dA környezetében találjuk,

|Y(ϑP , ϕP )|2 · dA-val egyenl® (dA = sinϑ · dϑdϕ a felületelem). Alapállapotban(l = m = 0) például a találati valószín¶ség a gömb minden pontjában ugyanaz(Y00 =
1√
4π

). Az els® gerjesztett állapotban (l = 1) a találati valószín¶ség m = ±1-nél az �egyenlít®n� nagy (a �sarkokon� nulla), m = 0-nál pedig a �sarkokon� nagy (az�egyenlít®n� nulla).♣3.51. A gömbfüggvények transzformá
iójaInduljunk ki az egységgömbön mozgó tömegpont példájából. A választott K koordi-náta rendszerben legyen a tömegpont az Ylm(ϑ, ϕ) hullámfüggvény¶ kvantumállapot-ban. Ez azt jelenti, hogy ha megmérjük az impulzusmomentum ~OZ tengelyre vetettvetületét, 1 valószín¶séggel a h̄m értéket kapjuk eredményül.Térjünk át most egy másik K′ rendszerre, amely a K elforgatottja a közös origókörül. Az impulzusmomentum vetülete az ~OZ
′-re is a h̄ egész számú többszöröse,amelyet h̄m′-vel jelölünk. Az impulzusmomentum hosszát az elforgatás nem változ-tatja, ezért l′ = l41.41Ennek matematikai okára kés®bb rámutatunk.127



Kérdés: Ha az Ylm(ϑ, ϕ) állapotú része
ske ~OZ
′ tengelyre vetett impulzusmo-mentum vetületét mérjük, milyen valószín¶séggel kapjuk eredményül a különböz®lehetséges h̄m′ értékeket?Vegyünk el®ször egy konkrét példát. Legyen a K-beli hullámfüggvény Y10(ϑ, ϕ), a

K′ pedig legyen a K elforgatottja a közös ~OY = ~OY
′ tengely körül β szöggel. Ekkor

x = cosβ · x′ + sinβ · z′

y = y′

z = − sinβ · x′ + cosβ · z′.Ha az ~OZ
′ vetületet megmértük és h̄m′-t találtuk, akkor a projek
iós posztulátumszerint közvetlenül a mérés után az állapotfüggvény Y1m′(ϑ′, ϕ′)-vel egyenl®. Ha az

Y10(ϑ, ϕ)-t az összes különböz®m′-j¶ Y1m′(ϑ′, ϕ′)-k lineárkombiná
iójaként írjuk fel, a
h̄m′ érték W ′

m′ találati valószín¶sége az Y1m′(ϑ′, ϕ′) koef�
iensének az abszolút értéknégyzetével egyenl®.A feladat tehát az, hogy Y10(ϑ, ϕ)-t felírjuk Y1 −1(ϑ
′, ϕ′), Y10(ϑ

′, ϕ′), valamint
Y1 +1(ϑ

′, ϕ′) lineárkombiná
iójaként.
Y10(ϑ, ϕ) =

1

2

√

3

π
cosϑ =

1

2

√

3

π
z =

1

2

√

3

π
(− sinβ · x′ + cosβ · z′).A kap
solatot a vessz®s Des
artes- és polárkordináták között is (107) adja meg(természetesen esetünkben r′ = r = 1), ezért

z′ = cosϑ′ = 2

√

π

3
Y10(ϑ

′, ϕ′)

x′ = sinϑ′ cosϕ′ =

√

2π

3

(

Y1 −1(ϑ
′, ϕ′)− (Y1 +1(ϑ

′, ϕ′)
)

.A keresett lineárkombiná
ió tehát a következ®:
Y10(ϑ, ϕ) = − 1√

2
sinβ · Y1 −1(ϑ

′, ϕ′) + cosβ · Y10(ϑ
′, ϕ′) +

1√
2

sinβ · Y1 +1(ϑ
′, ϕ′),ahonnan

W ′
0 = cos2 β W ′

1 = W ′
−1 =

1

2
sin2 β.Ennek az � elvben egyszer¶ � eljárásnak az általános formáját részletesen kidol-gozták. A K′ orientá
ióját a K-hoz képest az α, β, γ Euler-szögekkel 42 adjuk meg.42Me
hanika jegyzet 33.fejezet. 128



Induljunk ki abból, hogy K′ fedi a K-t. Végezzük el a K′ rendszer következ® hárompozitív irányú forgatását:1)α-szög¶ forgatás a közös ~OZ = ~OZ
′ körül (0 ≤ α < 2π); 2)β szög¶ forgatásaz ~OY

′ új helyzete körül (0 ≤ β ≤ π); 3) γ szög¶ forgatás az ~OZ
′ új helyzete körül(0 ≤ γ < 2π).Mint látjuk, az α és a β nem más, mint a ~OZ

′ irány azimut- és polárszöge.A K-beli gömbfüggvények el®állítása a K′-beli gömbfüggvények lineárkombiná
ió-jaként (és viszont) a Wigner-függvények segítségével történik. Mindenekel®tt világos,hogy egy homogén polinóm fokszáma nem változhat meg attól, hogy forgatással újDes
artes-koordinátákat vezetünk be. Ez a matematikai oka annak, hogy az impul-zusmomentum hossza (az l kvantumszám) nem változik meg a koordinátarendszerelforgatásakor. A gömbfüggvények maguk azonban megváltoznak, mindegyikük azadott l-hez tartozó összes gömbfüggvény lineárkombiná
iójává válik:
Ylm′(ϑ′, ϕ′) =

l
∑

m=−l

Ylm(ϑ, ϕ) ·Dl
mm′(α, β, γ). (109)Abból, hogy a vessz®tlen és a vessz®s argumentumú gömbfüggvények egyaránt orto-normáltak belátható, hogy a transzformá
ió inverze

Ylm(ϑ, ϕ) =
l
∑

m′=−l

Dl∗
mm′(α, β, γ) · Ylm′(ϑ′, ϕ′). (110)A Dl

mm′(α, β, γ) függvényeket nevezzük Wigner-függvényeknek. Általános alakjuk:
Dl

mm′(α, β, γ) = e−imαdl
mm′(β)e−im

′γ ; (dl
mm′ em valós). (111)Az l = 1, 2 indeksz¶ dl

mm′ függvényeket táblázatban adjuk meg. A D1 függvények� mint példánkból látható, � a vektorok transzformá
ióját határozzák meg, ha az
x és az y komponensek helyett ezek x ± iy tipusú komplex kombiná
ióit (az Y1 ±1függvényeket) használjuk. Ez az egyetlen Wigner-függvény, ami a szemlélet alapjánfelírható, ezért használtuk példaként éppen ezt.
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A d1
mm′ függvények.

m′ = 1 m′ = 0 m′ = −1

m = 1 1+cos β
2 − sin β√

2

1−cos β
2

m = 0 sin β√
2

cosβ − sin β√
2

m = −1 1−cos β
2

sin β√
2

1+cos β
2

A d2
mm′ függvények.

m′ = 2 m′ = 1 m′ = 0 m′ = −1 m′ = −2

m = 2 (1+cos β)2

4 − sin β(1+cosβ)
2

1
2

√

3
2 sin2 β − sin β(1−cosβ)

2
(1−cos β)2

4

m = 1 sin β(1+cos β)
2

2 cos2 β+cos β−1
2 −

√

3
2 sinβ cosβ − 2 cos2 β−cosβ−1

2 − sin β(1−cos β)
2

m = 0 1
2

√

3
2 sin2 β

√

3
2 sinβ cosβ 3 cos2 β−1

2 −
√

3
2 sinβ cosβ 1

2

√

3
2 sin2 β

m = −1 sin β(1−cos β)
2 − 2 cos2 β−cos β−1

2

√

3
2 sinβ cosβ 2 cos2 β+cos β−1

2 − sinβ(1+cos β)
2

m = −2 (1−cos β)2

4
sin β(1−cos β)

2
1
2

√

3
2 sin2 β sin β(1+cos β)

2
(1+cos β)2

4
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84.Feladat: Oldjuk meg a fejezetben vizsgált példát Wigner-függvényekkel is.Megoldás: a (110) alapján α = γ = 0-nál
Y10(ϑ, ϕ) = d1

0 −1(β)Y1 −1(ϑ
′, ϕ′) + d1

00(β)Y10(ϑ
′, ϕ′) + d1

01(β)Y11(ϑ
′, ϕ′).A táblázat szerint itt

d1
0 −1 =

− sinβ√
2

d1
00 = cosβ d1

01 =
sinβ√

2
.♣85.Feladat: A gömbfelületen h̄√6 impulzusmomentumú része
ske impulzusmo-mentum vetületét megmérjük valamilyen ~n irányra. Ezután azokban az esetekben,amikor +h̄-t kapunk eredményül, a vetületmérést megismételjük egy másik ~ν irányra,amely az ~n-el β szöget zár be. Az eljárást sok azonos állapotú része
skével megismé-teljük. Mi lesz a ~ν irányú vetület átlagértéke?Megoldás: A koordinátarendszert válasszuk úgy, hogy a z-tengely mutasson ~nirányba, a ~ν irány feküdjön az xz-síkban és νx legyen pozitív.A h̄

√
6 mutatja, hogy a része
ske l = 2 mellékkvantumszámú állapotban van. Az ~nirányú vetületméréssel olyan része
skéket választunk ki, amelyeknek a hullámfüggvé-nye Y21(ϑ, ϕ). A ~ν irányú vetületet jelöljük h̄m′-vel. Azm′ érték találati valószín¶sége

W ′
m′ = |d2

1m′(β)|2, a talált m′-k átlaga pedig
〈m′〉 = 2 · (W ′

2 −W ′
−2) + 1 · (W ′

1 −W ′
−1) + 0.W ′

0.A táblázat alapján
W ′

2 −W ′
−2 =

1

4
sin2 β

[

(1 + cosβ)2 − (1− cosβ)2
]

= sin2 β cosβ

W ′
1 −W ′

−1 =
1

4

[

(2 cos2 β + cosβ − 1)2 − (2 cos2 β − cosβ − 1)2 = (2 cos2 β − 1) cosβ.Ennek alapján egyszer¶ trigonometriai átalakítások után kapjuk a
〈h̄m′〉 = h̄ · cosβvégeredményt. Mint látjuk, az impulzusmomentum z-tengelyre vetett vetületénekátlagértéke általában nem egyenl® h̄ egész számú többszörösével43.♣***Emlékeztetünk rá, hogy a �régi kvantumelmélet� számára megoldhatatlan problé-mát jelentett az impulzusmomentum z-komponensének a kvantáltsága. A kvantáltságugyanis azt fejezte ki, hogy a Bohr-pályák síkja 
sak meghatározott szögeket zárhatottbe a z-tengellyel. A koordinátarendszer azonban 
sak a fejünkben létezik, bármelyik43Ld. a 21.fejezetet. 131



térbeli irányt tekinthetjük z-tengelynek, és nyilvánvalóan lehetetlen, hogy egy adottBohr-pálya minden térbeli iránnyal megengedett szöget zárjon be.A kvantumme
hanikában is érvényes, hogy ha az impulzusmomentum vetületétbármely térbeli irányra megmérjük, a h̄ egész számú többszörösét kapjuk eredmé-nyül. Ezt azonban nem kell úgy érteni, hogy az impulzusmomentumnak kvantáltérték¶ vetülete van egyszerre minden térbeli irányra. Csak annyi bizonyos, hogy havalamelyik vetületet megmérjük, a mérés eredménye h̄ egész számú többszöröse lesz.Figyeljük meg, hogy míg a Bohr-Sommerfeld modellben az impulzusmomentum-vetület kvantáltsága logikai ellentmondást fejez ki (a koordinátarendszer egyrészt ön-kényes, másrészt 
sak bizonyos meghatározott helyzeteket vehet fel a pályákhoz ké-pest, tehát mégsem önkényes), a kvantumelméletben a vetület kvantáltsága 
sak pa-radoxális, de nem illogikus. Azért érezzük paradoxálisnak, mert az elektront � akar-va-akaratlan � kis mozgó tömegpontnak képzeljük el, amelynek minden pillanatbanvan valamekkora impulzusmomentum vetülete minden irányra. A Bohr-Sommerfeldmodellben valóban ez volt a helyzet, az elektron kis kering® tömegpont volt, hiszena Bohr-Sommerfeld kvantumfeltétel éppen ezen a képen alapult. A kvantumelmé-letben azonban ez a kép egyáltalán nem érvényes: a kvantumme
hanikai mozgásbana klasszikusan egymást kizáró lehet®ségek (az adott esetben az impulzusmomentumvetületének különféle értékei) nem zárják ki egymást.3.52. A spinEddig a tömegpont pályaimpulzusmomentumáról volt szó, amely a helyzetváltoztatás(transzlá
iós mozgás) következménye44. A klasszikus me
hanikában azonban lehetimpulzusmomentuma egy olyan testnek is, amely egy helyben marad (rögzített pontkörül forog). Az általános eset az, amikor mindkét impulzusmomentum egyszerre vanjelen (gondoljunk a Föld keringéséb®l és tengely körüli forgásából származó impulzus-nyomatékára).Egy olyan tömegpontnak, amelynek az x, y, z koordinátákon kívül nin
s másszabadsági foka, 
sak pályaimpulzusmomentuma lehet. Tengely körüli forgás ugya-nis 
sak akkor lehetséges, ha a testnek vannak olyan további szabadsági fokai is (azEuler-szögek), amelyek a térbeli orientá
iót határozzák meg. �Forgáson� éppen ezekid®beli változását értjük.A kvantumme
hanikában is van lehet®ség arra, hogy egy tömegpontnak legyenolyan impulzusmomentuma, amely nem a helyváltoztatás következménye, de � aklasszikus me
hanikától eltér®en � ehhez már egyetlen új szabadsági fok is elegend®.Ezt az impulzusmomentumnak azok a különleges kvantum�zikai tulajdonságai tesziklehet®vé, amelyeket az el®z® fejezetekben a pályaimpulzusmomentummal kap
solat-ban ismertünk meg. Az olyan része
skéket, amelyek ezzel a legegyszer¶bb fajta �bels®�impulzusmomentummal rendelkeznek, továbbra is tömegpontoknak fogjuk nevezni.44Matematikailag ez abban fejez®dik ki, hogy az ~L � a klasszikus- és a kvantumme
hanikábanegyaránt � az impulzus függvénye. 132



Az egyetlen új szabadsági fok segítségével bevezetett impulzusmomentumot spin-nek nevezzük. Tegyük fel, hogy a pályaimpulzusmomentum el®z® fejezetben me-gállapított alapvet® kvantum�zikai tulajdonságai érvényesek az impulzusmomentumminden fajtájára, így a spinre is45. A következ® tulajdonságokról van szó:1)Az impulzusmomentum nagysága kvantált, és egyszerre 
sak egyetlen térbeliirányra vetett vetülete adható meg, amely ugyan
sak kvantált érték¶.2)Amikor új koordinátarendszerre térünk át, a különböz® spinvetület¶ kompo-nensek transzformá
iós szabálya megegyezik a különböz® pályamomentum vetület¶komponensek (109), (110) transzformá
iós szabályával (részletesebben ld. a következ®fejezetben).Tegyük fel tehát, hogy egy tömegpont (egy adott tipusú elemi része
ske) spinjéneka nagysága h̄√s(s+ 1)-el egyenl®, ahol s a spinkvantumszám, a korábbi l kvantum-szám megfelel®je. Ezt röviden úgy fejezzük ki, hogy a része
ske s spin¶. Egy adotttipusú elemi része
ske s spinkvantumszáma a tömeghez és a töltéshez hasonlóan arésze
skére jellemz® rögzített paraméter (szemben l-el, amely tetsz®leges nemnegatívegész értéket fölvehet). A spin z-tengelyre vetett vetülete h̄ms-el egyenl®, ahol az mskvantumszám 2s+ 1 különböz® értéket vehet fel a −s ≤ ms ≤ s intervallumból.A spinnek � mint impulzusmomentum vektornak � a helyzetét a kvantumme-
hanika szerint nem lehetséges részletesebben meghatározni, mint a z-tengelyre vetettvetületének a megadásával. Ezért ha magát ezt a vetületet � pontosabban a vetületetmeghatározó kvantumszámot �, tekintjük új koordinátának, akkor ennek a koordi-nátának a megadásával a spinállapotot a lehet® legkimerít®bben jellemeztük.Legyen tehát az új spinkoordináta az ms szám, ami 2s+ 1 diszkrét értéket vehetfel a (−s, s) intervallumból. Az s-spin¶ része
ske hullámfüggvénye eszerint
ψ(x, y, z,ms)alakú. Ennek a hullámfüggvénynek a �zikai jelentését a Born-hipotézis megfelel® ki-terjesztésével adhatjuk meg: Annak valószin¶sége, hogy a tömegpontot a tér x, y, zkoordinátájú pontjának dΩ környezetében észleljük, és a z-tengelyre vetett spinvetü-letét h̄ms-nek találjuk, w(x, y, z,ms) · dΩ-val egyenl®, ahol

w(x, y, z,ms) = |ψ(x, y, z,ms)|2.Ez a formula feltételezi, hogy a skalárszorzat és a normálási feltétel az ms szerintiösszegzést is tartalmazza:
(~ψ, ~φ) =

s
∑

ms=−s

∫

dΩ · ψ(x, y, z,ms)
∗φ(x, y, z,ms).Egy diszkrét függvényargumentumot mindig tekinthetünk � argumentum helyett� indeksznek és ez a megszokottabb felfogásmód. (Egy folytonos indekszet viszont45Ez a feltevés utólag igazolódik azáltal, hogy az impulzusmomentum olyan általános elméleté-be foglalható, amely a forgatások geometriai tulajdonságain alapul és az érvényességét hatalmastapasztalati anyag bizonyítja. 133



természetesebb függvényargumentumként kezelni � a 17.fejezetben ezzel az érvvelértelmeztük át a folytonos indeksz¶ vektorkomponenseket hullámfüggvénnyé.) Ter-mészetesen az, hogy az ms diszkrét változó indeksz vagy függvényargumentum, alényeget egyáltalán nem érinti, de a matematikai beidegz®déseink miatt 
élszer¶bb,ha a továbbiakban inkább indeksznek tekintjük:
ψ(x, y, z,ms) −→ ψms

(x, y, z),a valószín¶ségi s¶r¶ség és a skalárszorzat pedig
w(x, y, z,ms) = |ψms

(x, y, z)|2,

(~ψ, ~φ) =

s
∑

ms=−s

∫

dΩ · ψms
(x, y, z)∗φms

(x, y, z).Egy s-spin¶ tömegpont hullámfüggvénye tehát egy 2s+ 1 komponens¶ oszlop. Az1.komponens absz. érték négyzete annak valószín¶ségét adja meg, hogy a spin z-ve-tületét h̄s-nek, a 2.komponensé azt, hogy h̄(s−1)-nek, s í.t. a (2s+1)-ik komponensépedig azt, hogy ezt a vetületet −h̄s-nek találjuk.Arra az elég meglep® következtetésre jutottunk, hogy a klasszikus me
hanika for-gási impulzusmomentumának megfelel® tulajdonság a kvantumelméletben egyszer¶enabban fejez®dik ki, hogy a hullámfüggvény többkomponens¶. Ha pl. a hullámfüggvényvektormez®, akkor a része
skének, amit leír, 1-s spinje van. Ekkor lesz a kompo-nensek száma éppen három, és egy vektor transzformá
iós törvénye azonos az Y1mgömbfüggvények transzformá
iós törvényével. Ez abból következik, hogy � mint az50.fejezetben láttuk, � az Y1m-k az ~r helyzetvektor x, y, z komponenseinek a line-árkombiná
iói.Az s a pályamomentum l kvantumszámának az analogonja, és eszerint valamilyenegész számnak kell lennie. Ebb®l az következik, hogy egy hullámfüggvénynek 
sak pá-ratlan számú komponense lehet, és ez szöget üt az ember fejébe. Miért ne lehetne pl.kétkomponens¶ hullámfüggvény is? A gyanú jogos: az, hogy az impulzusmomentumnagyságát meghatározó kvantumszám 
sak egész értékeket vehet föl, a pályaimpulzus-momentum spe
i�kuma, annak következménye, hogy l-t az x, y, z-t®l függ® polinómoktulajdonságai határozzák meg. A spinnek azonban nin
s köze a koordinátákhoz, ésennek következtében � mint látni fogjuk, � az egész értékek mellett félegész érté-keket is felvehet: s = 0, 1/2, 1, 3/2, .... Az −s ≤ ms ≤ s képlet félegész s-nél isérvényes, de ekkor az ms-k maguk is félegészek. A komponensek száma minden s-nél
(2s + 1)-el egyenl®. Félegész s-nél ez a szám páros. A következ® fejezetben a spinlehetséges nagyságára vonatkozó kérdést tiszta matematikai feladatként fogalmazzukmeg és ismertetjük az általános megoldás legfontosabb következtetéseit.3.53. A forgatások és ábrázolásaikA feladat tehát az, hogy az s lehetséges értékeit olyan új gondolatmenet alapján ál-lapitsuk meg, amely nem a pályamomentumon alapul. Induljunk ki abból, hogy a134



hullámfüggvény többkomponens¶, és próbáljuk megérteni, miféle szempont korlátoz-hatja a komponensek számát.Legyen ψ(x, y, z) n-komponens¶, ψi(x, y, z) komponensekkel (i = 1, 2, ..., n). Ve-gyünk egy tetsz®leges P pontot, helyezzük a koordinátarendszer orióját P -be, és kér-dezzük meg, mi történik a P -beli ψ(0, 0, 0) ≡ ψ-vel, amikor a koordinátarendszertelforgatjuk.Csak az történhet, hogy a ψ komponensei megváltoznak úgy, hogy az új kom-ponensek a régiek lineáris kombiná
iói. Komponensekben és mátrixalakban ezt ígyírhatjuk fel:
ψ′

i =
∑n

i=1 Rijψj ,

ψ′ = R̂ψ.

(112)Az R̂ mátrix elemei az elforgatást meghatározó α, β, γ Euler-szögek függvényei.Kérdés: Bizonyos-e, hogy minden n-nél lesz olyan R̂(α, β, γ) mátrix, amely a for-gatások hatását korrekt módon ábrázolja?Két egymás után elvégzett forgatás ugyanis újra egy forgatás, amelynek az Euler-szögeit az adott sorrendben vett két forgatás Euler-szögei határozzák meg (a forga-tások 
soportot alkotnak). Az ered® elfordulást meghatározó formulák bonyolultak,
supán az illusztrá
ió kedvéért írjuk fel ®ket:
tg (α− α1) = cosβ2 · 
tg (α1 + γ2) + 
tg β1 ·
sinβ2

sin(α1 + γ2)

cosβ = cosβ1 · cosβ2 − sinβ1 · sinβ2 · cos(α1 + γ2)
tg (γ − γ1) = cosβ1 · 
tg (α1 + γ2) + 
tg β2 ·
sinβ1

sin(α1 + γ2)
.Most meg tudjuk mondani pontosan, mikor ábrázolja az R̂(α, β, γ) mátrix a for-gatásokat. Akkor, ha a következ® két számítás ugyanarra az eredményre vezet:1)Az R̂(α1, β1, γ1) segítségével kiszámítjuk a ψ els® forgatás utáni komponnenseit,majd ezekre az új komponensekre R̂(α2, β2, γ2)-vel hatva kiszámítjuk a két egymásu-táni forgás utáni komponenseket;2)Az ered® elfordulás fenti formulái alapján kiszámítjuk az α, β, γ ered® Euler-szögeket, és az eredeti ψ komponenseib®l az R̂(α, β, γ) segítségével számítjuk ki azújakat.Formulában:

R̂(α, β, γ) = R̂(α2, β2, γ2) · R̂(α1, β1, γ1) (113)(a jobboldalon mátrixszorzás értend®).Ez a feltétel nagyon kemény. Csak n = 3-nál könny¶ kielégíteni, mert a vek-tor transzformá
iós törvénye a szemlélet számára nyilvánvaló. Az általános esetbenazonban a szemlélet nem nyújt segítséget46.46Itt jegyezzük meg, hogy n-komponens¶ mennyiségr®l 
sak akkor beszélhetünk, ha a komponensek135



A feladatot � ennek ellenére � sikerült teljes általánosságában megoldani. Azeredmény a következ® pontokban foglalható össze:1)Ha találunk 3 olyan M̂x� M̂y, M̂z n× n-s mátrixot, amelyek kielégítik az
M̂x · M̂y − M̂y · M̂x = iM̂z

M̂y · M̂z − M̂z · M̂y = iM̂x

M̂z · M̂x − M̂x · M̂z = iM̂y







(114)relá
iókat, akkor ezekb®l kiindulva mindig megkonstruálható az forgás
soportot áb-rázoló R̂(α, β, γ) n × n-s mátrix-függvény. Az M̂i mátrixokat ezért az R̂ ábrázolásgenerátorainak nevezzük.2)Minden n-nél található végtelen sok ilyen mátrix-hármas. Ezek azonban 
saka koordináta-bázis választásában különböznek egymástól, alkalmas bázisválasztássalazonos alakra hozhatók. A standard alak két legfontosabb tualjdonsága az, hogymindhárom mátrix hermitikus (19.fejezet), ezen belül M̂z diagonális és diagonális ele-mei 
sökken® sorrendben következnek. Így végül is minden n-nél egy és 
sakis egyolyan mátrixhármas van, amelyik eleget tesz (114)-nek, és � ennek megfelel®en, �
sak egy standard alakú R̂(α, β, γ) mátrix-függvény, amely kielégíti (113)-t.86.Feladat: mutassuk meg, hogy az
M̂x =

1√
2





0 1 0
1 0 1
0 1 0



 M̂y =
1√
2





0 −i 0
i 0 −i
0 i 0



 M̂z =





1 0 0
0 0 0
0 0 −1



mátrixok standard alakú generátorok.Megoldás: Az M̂z standard alakú, mert diagonális, és a diagonális elemei rendre
+1, 0, −1. A mátrixszorzások elvégzésével (114) teljesülése könnyen igazolható.♣3)n = 2s+ 1-nél a standard alakú R̂ a

Ds
msm′

s
(α, β, γ) = e−imsαds

msm′

s
(β)e−im

′
sγWigner-függvényekb®l képzett mátrix (transzponáltja).A (109), (110) képletek megfelel®i a következ®k:

ψ′
m′

s
=

s
∑

ms=−s

ψms
·Ds

msm′

s
(α, β, γ), (115)

ψms
=

s
∑

m′

s=−s

Ds∗
msm′

s
(α, β, γ) · ψ′

m′

s
. (116)nem választhatók szét 
soportokra úgy, hogy az egyes 
soportokon belüli komponensek mindig 
sakegymás között kombinálódnak. Két vektor hat komponensét nem hatkomponens¶ mennyiségnektekintjük, hanem két háromkomponens¶nek. 136



***Az egész és a félegész indeksz¶ Wigner-függvények között van egy markáns kü-lönbség: egész indeksznél minden forgatáshoz egyetlen mátrix tartozik, félegésznélazonban kett®, amelyek el®jelben különböznek egymástól. Az α, β, γ Euler-szög¶ for-gatás ugyanaz, mint amit az α+2π, β, γ határoz meg. A fenti képlet alapján azonbana Ds
msm′

s
(α, β, γ) és a Ds

msm′

s
(α + 2π, β, γ) függvény félegész s-nél � amikor ms isfélegész �, az e−imsα faktor miatt el®jelben különbözik egymástól:

e−ims(α+ 2π) = e−ims · 2π · e−imsα = −e−imsα (ms félegész).Ha a ψ komponensei maguk meg�gyelhet® mennyiségek volnának, ez a kétérté-k¶ség elegend® ok volna arra, hogy páros számú komponensb®l álló mennyiségek nelétezhessenek. Valóban, ebben az esetben a koordinátarendszer 2π szög¶ elforgatásá-val be lehetne bizonyítani, hogy ψ = −ψ, azaz ψ = 0. A kvantumelméletben azonbannem okoz problémát, ha a hullámfüggvény 
sak el®jel erejéig van meghatározva. Akvantumelmélet szerint ugyanis a ψ 
sak a |ψ|2-t tartalmazó valószin¶ségeken keresz-tül �gyelhet® meg, és ez a kombiná
ió mentes az el®jelbizonytalanságtól. Ezért nin
smegtiltva, hogy a hullámfüggvénynek lehessen páros számú komponense is.A klasszikus �zika mennyiségei azonban maguk észlelhet®k a hatásaikon keresztül(nem valószín¶ségi természet¶ek), ezért a klasszikus �zikában találunk 1-komponens¶skalárokat, 3-komponens¶ vektorokat, 5-komponens¶ tenzorokat � egyszóval páratlankomponens¶ mennyiségeket47 �, de páros komponensb®l álló spinorokat nem.3.54. A feles spin (s = 1/2)A stabil anyag minhárom alkotóeleme � az elektron, a proton és a neutron �, felesspin¶, ezért a feles spin elmélete kiemelked® szerepet játszik a kvantumme
hanikában.A továbbiakban 
sak ezt tárgyaljuk.Az s = 1/2-hez tartozó generátorok a (26) képletben bevezetett Pauli-mátrixok
1/2-szeresei: M̂i = 1/2 · σi(i = x, y, z). Ezek valóban eleget tesznek a standardgenerátorokra kirótt feltételeknek (ld. a 24.feladatot) és a forgások D1/2

msm′

s
Wigner-függvények által történ® ábrázolását generálják.Egy feles spin¶ része
ske hullámfüggvénye a

ψ(x, y, z, t) =





ψ1(x, y, z, t)

ψ2(x, y, z, t)



 (117)kétkomponens¶ spinor. Annak valószín¶ségi s¶r¶sége, hogy a része
skét a t pillanat-ban az x, y, z koordinátájú pont körüli dΩ tartományban találjuk és a spin z-vetülete47A páros komponens¶ mennyiségeket spinoroknak, a páratlan komponens¶eket tenzoroknak ne-vezzük. A skalár és a vektor a tenzor két spe
iális esete.137



+h̄/2, ill −h̄/2 legyen, w1/2-el és w−1/2-el egyenl®:
w1/2 = |ψ1(x, y, z, t)|2 w−1/2 = |ψ2(x, y, z, t)|2.A következ® lépés az, hogy bevezessük a spinnel, mint �zikai mennyiségekkel kap-
solatos operátorokat olymódon, hogy legyenek összhangban a kvantumme
hanikaáltalános elveivel, valamint azzal, amit a spinr®l eddig mondottunk.A koordinátákkal való szorzás és a par
iális deriválások mellett olyan operátorainkis lesznek, amelyek a mátrixszorzás szabályai szerint a spinkoordinátákra (a hullám-függvény indexére) hatnak. A spin z-komponensének az operátorát a komponensekmár ismert �zikai jelentése alapján azonnal fel tudjuk írni:

Ŝz =
h̄

2
σz =

(

+h̄/2 0
0 −h̄/2

)

. (118)Ez a képlet így indokolható: A mátrixszorzás szabálya szerint
Ŝzψ =





+h̄/2 · ψ1

−h̄/2 · ψ2



 .Ha ψ2 = 0, akkor ez a képlet Ŝzψ = +h̄/2 ·ψ alakúvá válik, vagyis ez a spe
iális ψaz Ŝz operátor +h̄/2 sajátértékhez tartozó sajátfüggvénye48. A kvantumme
hanikaáltalános elvei szerint ebb®l az következik, hogy az olyan hullámfüggvény¶ állapotban,amelyben 
sak a fels® komponens különbözik zérustól, a spin z-komponense +h̄/2-velegyenl®. Ez valóban így is van, hiszen ekkor w−1/2 = 0.Hasonlóan, amikor a ψ-nek 
sak alsó komponense van, akkor az Ŝz operátor −h̄/2-höz tartozó sajátfüggvénye.Egy olyan ψ spinor, amelynek egyik komponense sem zérus, nem sajátfüggvénye
Ŝz-nek, hanem az Ŝz operátor w± normált sajátspinorjainak a lineárkombiná
iója:

w+ =

(

1
0

)

w− =

(

0
1

)

(w+, w−) = 1

σzw± = ±w± −→ Ŝzw± = ±h̄/2w±

ψ =

(

ψ1

ψ2

)

= ψ1

(

1
0

)

+ ψ2

(

0
1

)

= ψ1w+ + ψ2w−.A Born hipotézis segítségével ebb®l a képletb®l is leolvasható, hogy w1/2 = |ψ1|2 és
w−1/2 = |ψ2|2.Keressük meg most az ~̂S x és y komponensét. A következ® szempontokat kell�gyelembe venni:48Pontosabb lenne a sajátspinor elnevezés. 138



1)Feles spinnél M̂i = 1/2 ·σi. Az M̂i-k a geometriai elmélet generátorai és a három
M̂i komponens nyilván teljesen egyenérték¶.2)Az Ŝi komponensei szintén egyenérték¶ek egymással.3)Az Ŝz az M̂z = 1/2 · σz generátor h̄-szorosa.Ezeknek a szempontoknak az alapján aligha vitatható, hogy az

Ŝi = h̄M̂i (119)egyenl®ségnek i = x, y, z-nél (és minden n-nél!) egyaránt érvényesnek kell lennie. A(119) mellett további nyomós érv, hogy fennállása esetén az ~̂S komponensei az (114)következtében ugyanolyan tipusú 
sererelá
ióknak tesznek eleget, mint ~̂L komponen-sei:
[

Ŝx, Ŝy

]

= ih̄Sz

[

Ŝy, Ŝz

]

= ih̄Sx

[

Ŝz, Ŝx

]

= ih̄Sy.



































(120)Spe
iálisan s = 1/2-nél
Ŝx = h̄/2 · σx Ŝy = h̄/2 · σy Ŝz = h̄/2 · σz , (121)amelyre (120) teljesül (ld. a 24.feladatot). Ezek az operátorok hermitikusak (29.fela-dat), a sajátértéke mindháromnak ±h̄/2-vel egyenl® (35.feladat). Mindez arra mutat,hogy a spinoperátorok (121) szerinti megválasztása korrekt.87.Feladat: Keressük meg az Ŝ2 operátort.Megoldás: A 23.feladatban láttuk, hogy σ2

i = I (egységmátrix), ezért
Ŝ2 = 3 · h̄

2

4
= h̄2 · 1

2

(

1

2
+ 1

)

· I.Az Ŝ2-nek tehát egyetlen sajátértéke van (3h̄2/4), ami �mint várható, � h̄2s(s+1)-elegyenl®.♣88.Feladat: Keressük meg az Ŝx és a Ŝy sajátspinorjait.Megoldás: A 35.feladat felhasználásával
Ŝxu± = ±h̄/2 · u± u± =







1√
2

± 1√
2







Ŝyv± = ±h̄/2 · v± v± =







1√
2

± i√
2






♣139



A feles spinnel rendelkez® része
ske hullámfüggvényére ható operátorok készletetehát kib®vült a három Ŝi-vel. Ezek kommutálnak a korábbi hat független x̂, ŷ, ẑ,
p̂x, p̂y, p̂z operátor mindegyikével. Err®l könny¶ meggy®z®dni. Például Ŝx és p̂xfel
serélhet®sége a

σx ·
∂

∂x





ψ1

ψ2



 =





0 1

1 0











∂ψ1

∂x

∂ψ2

∂x






=







∂ψ2

∂x

∂ψ1

∂x






,

∂

∂x
σx





ψ1

ψ2



 =
∂

∂x





0 1

1 0









ψ1

ψ2



 =
∂

∂x





ψ2

ψ1



 =







∂ψ2

∂x

∂ψ1

∂x





kifejezések egyenl®ségének a következménye.Amikor a része
ske spinállapota a tér minden pontjában minden id®pillanatbanugyanaz, akkor a hullámfüggvény a
ψ(x, y, z, t) = f(x, y, z, t) ·

(

a
b

)szeparált alakú, konstans spinorkomponensekkel (a spinort normáltnak tételezzük fel:
|a|2 + |b|2 = 1). Egy ilyen hullámfüggvénynél a spinállapot valóban állandó, hiszenakárhol találjuk a tömegpontot, minden t-ben |a|2-el és |b|2-el egyenl® annak valószí-n¶sége, hogy ms-t +1/2-nék, illetve −1/2-nek találjuk.Például a szabadon mozgó feles spin¶ része
skénél ez a helyzet:

ψ(x, y, z, t) = ei(
~k · ~r − ωt) ·

(

a
b

)

.Ilyen esetekben a spinállapot vizsgálatánál el fogunk tekinteni a hullámfüggvény ko-ordináta- és id®függ® részének az állandó kiírásától. Az alábbi feladatot már így kellérteni.89.Feladat: Mérjük meg a része
ske z-irányú spinvetületét és azokban az esetek-ben, amikor +h̄/2-nek találjuk, mérjük meg az x-irányú vetületet. Határozzuk mega mérési eredmények valószín¶ségeit.Megoldás: Az els® lépésben szelektált része
skék állapotfüggvénye w+. Fejtsük kiezt az Ŝx sajátállapotai szerint:
w+ =

1√
2
u+ +

1√
2
u−.A Born hipotézis szerint annak valószín¶sége, hogy az x-komponenst ±h̄/2-nek talál-juk, W± = 1/2-el egyenl®.♣ 140



***Amikor a része
ske spinvetülete a z-irányra +h̄/2-vel egyenl® (vagyis a hullám-függvénye w+), azt mondjuk, hogy +z irányban polarizált. A w− állapotban a pola-rizá
ió iránya −z. Azt gondolhatnánk, hogy 
sak bizonyos spe
iális spinorok írnak lepolarizált része
skét, de ez nin
s így. Megmutatható, hogy minden kétkomponens¶spinorhoz megtalálható az az ~n irány a térben, amely a része
ske polarizá
iós iránya.Ez azt jelenti, hogy ha az ~n irányú spinvetületet mérjük, akkor azt határozottan+h̄/2-nek találjuk. Ezt a tényt úgy is kifejezhetjük, hogy az adott spinor az Ŝn = (~n · ~̂S)operátor +h̄/2 sajátértékhez tartozó sajátspinorja:
Ŝn

(

a
b

)

= h̄/2

(

a
b

)

.Az állítás jobb megértését talán el®segíti, ha felírjuk (bizonyítás nélkül) azt aképletet, amellyel az ~n polarizá
iós irányt hozzá lehet rendelni egy spinorhoz:
~n = (〈σx〉, 〈σy〉, 〈σz〉) ≡ 〈~σ〉.A szögletes zárójelek átlagképzést jelölnek (48.feladat). Ha az a, b komponensekkelrendelkez® spinort ψ-vel jelöljük, akkor pl.

〈σx〉 = (ψ, σxψ) = ψ∗
1(σxψ)1 + ψ∗

2(σxψ)2 = a∗b+ b∗a.Ha a ψ normált, akkor az így de�niált ~n egységvektor.Az anszamblok nyelvén (27.fejezet) az állításunkat úgy is megfogalmazhatjuk, hogya feles spin¶ része
skék tiszta állapotú anszamblja mindig polarizált valamilyen irány-ban. A keverék ellenben részlegesen polarizált (vagy polarizálatlan) nyalábot ír le (ld.lentebb a 91.feladatot).Miután adott kétkomponens¶ spinorhoz már meg tudjuk találni a polarizá
ió irá-nyát, nézzük meg a fordított feladatot is: keressük meg azt a kétkomponens¶ spi-nort, amely adott ~n irányban polarizált része
ske hullámfüggvénye. Ezt a feladatotlegegyszer¶bben a D
1/2
msm′

s
Wigner-függvények segítségével oldhatjuk meg, amelyeka kétkomponens¶ spinorok transzformá
ióját határozzák meg a koordinátarendszerelforgatásakor.Az alábbi táblázat magukat az 1/2-indeksz¶ Wigner-függvényeket tartalmazza:
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A D
1/2
msm′

s
Wigner-függvények.

m′
s = 1/2 m′

s = −1/2

ms = 1/2 e−iα/2 · cos
β

2
· e−iγ/2 −e−iα/2 · sin β

2
· eiγ/2

ms = −1/2 eiα/2 · sin β
2
· e−iγ/2 eiα/2 · cos

β

2
· eiγ/2Keressük meg tehát a megadott ~n irányban polarizált része
ske ψn spinorját (az Ŝnoperátor +h̄/2 sajátértékhez tartozó sajátspinorját) abban a K koordinátarendszer-ben, amelyben az ~n irányt megadtuk. Az ~n-t spe
ializáljuk annyiban, hogy feküdjönaz xz-síkban és x-komponense legyen pozitív.Ekkor abban a K′-ben, amelynek ~OZ

′ tengelye ~n irányú (és ~OY
′ ‖ ~OY ), a ré-sze
ske hullámfüggvénye w+. Ez a K′ nyilván α = γ = 0, β = ar
sin nx Euler-szög¶forgatással kapható K-ból, ezért (115) alapján

ψnms
=

1/2
∑

m′

s=−1/2

D
1/2∗
msm′

s
(0, β, 0) · ψ′

nm′

s
= D

1/2∗
ms 1/2(0, β, 0)(felhasználtuk, hogy ψ′ = w+-nak az alsó komponense 0, a fels® komponense pedig1). A táblázat segítségével kapjuk a ψn komponenseit:

ψn 1/2 = D
1/2∗
1/2 1/2(0, β, 0) = cos

β

2
ψn −1/2 = D

1/2∗
−1/2 1/2(0, β, 0) = sin

β

2
,vagyis

ψn =







cos
β

2

sin
β

2






~n = (sinβ, 0, cosβ), 0 ≤ β ≤ π. (122)Ha ebben a gondolatmenetben w+-t w−-al helyettesítjük, akkor a −~n iránybanpolarizált része
ske ψ−n spinorját kapjuk meg:

ψ−n =







− sin
β

2

cos
β

2






~n = (sinβ, 0, cosβ), 0 ≤ β ≤ π. (123)142



Egyszer¶ trigonometrikus átalakítással igazolható, hogy Ŝnψ±n = ± h̄
2
ψ±n, ahol �mint már szó volt róla, �

Ŝn =
(

~n · ~̂S
)

=

(

cosβ sinβ
− sinβ cosβ

)

(ψ+n ≡ ψn).Ezek a képletek a következ®t mutatják: Ha egy része
ske a z-tengellyel β szögetbezáró ~n irányban polarizált, akkor a z-irányú spinvetület méréskor cos2
β

2
valószín¶-séggel +h̄/2-t, sin2 β

2
valószín¶séggel −h̄/2-t kapunk eredményül. Ezt egy kissé másformában a következ® feladatban foglaljuk össze:90.Feladat: Mi a W±(~n) és a W±(−~n) valószín¶sége annak (~n =

(

sinβ, 0 , cosβ)
), hogy az ~n és a −~n irányban polarizált része
ske z-tengelyre vetettspinvetületét ±h̄/2-nek találjuk?Megoldás: A (122) és a (123) alapján

ψn = cos
β

2
· w+ + sin

β

2
· w−

ψ−n = − sin
β

2
· w+ + cos

β

2
· w−.A valószín¶ségeket a (59) általános szabály alapján számoljuk:

W+(~n) = |(w+, ψn)|2 = cos2
β

2
W−(~n) = |(w−, ψn)|2 = sin2 β

2

W+(−~n) = |(w+, ψ−n)|2 = sin2 β

2
W−(−~n) = |(w−, ψ−n)|2 = cos2

β

2
.

♣91.Feladat: Állítsunk el® keveréket, amelyben a ψn és a ψ−n tiszta állapotok
p+ és p− valószín¶séggel fordulnak el®. Mi a W± valószín¶sége annak, hogy z-irányúspinvetület mérésekor ±h̄/2-t kapjunk eredményül?Megoldás: Az el®z® feladat eredménye alapján

W+ = p+W+(~n) + p−W+(−~n) = p+ cos2
β

2
+ p− sin2 β

2
=

= p+
1 + cosβ

2
+ p−

1− cosβ

2
=

1

2

[

1 + (p+ − p−) cosβ
]

W− = p+W−(~n) + p−W−(−~n) = p+ sin2 β

2
+ p− cos2

β

2
=

= p+
1− cosβ

2
+ p−

1 + cosβ

2
=

1

2

[

1 + (p− − p+) cosβ
]

.143



Amikor p+ = 1, p− = 0 (vagy megfordítva), a nyaláb polarizált és visszakapjuk a po-larizált nyalábra érvényes valószín¶ségeket. Polarizálatlan nyalábnál (p+ = p− = 1/2)
W+ = W− = 1/2. A többi esetben a nyalábot részlegesen polarizáltnak nevezzük.A koordinátarendszer z-tengelye és az ~n irány önkényesek. Ezt �gyelembe véve apolarizálatlan nyalábra kapott eredményünket a következ® két állításban foglalhatjukössze:1)A polarizálatlan nyaláb el®állítása szempontjából közömbös, hogy az ~n iránytmilyennek választjuk (
sak egy �polarizálatlan állapot� van).2)A polarizálatlan nyaláb spinvetületét mérve valamilyen irányra a ±h̄/2 értékeketaz irányválasztástól függetlenül mindig egyenl® valószín¶ség¶nek találjuk.♣3.55. A Stern-Gerla
h kísérlet (1921)Ebben a kísérletben igazolták el®ször, hogy az impulzusmomentum vetülete mindentérbeli tengelyre kvantált értéket vesz fel. Az eredeti kísérleteket semleges atomokkalvégezték. Az alábbiakban a neutronspinre vonatkozó analóg kísérletet ismertetjük.Ha az impulzusmomentum töltött része
skék mozgásával kap
solatos, akkor mág-neses dipólnyomaték társul hozzá (Elektrodinamika jegyzet 19.fejezet). Láttuk (12.fe-jezet), hogy a hidrogénatomban kering® elektron mágneses dipólnyomatéka arányosa pályamozgás ~L impulzusnyomatékával:

~µ =
e

2m
~L.Ezért � az általános re
eptünk szerint, � a mágneses dipólnyomaték operátora

~̂µ =
e

2m
~̂
L.Az elektron relativisztikus S
hrödinger-egyenletéb®l (a Dira
-egyenletb®l) követ-kezik, hogy az elektron spinb®l származó mágneses nyomatéka nagyon hasonlóan függössze a spinnel, a tengely-körüli forgás kvantumme
hanikai megfelel®jével:

~̂µ =
e

m
~̂
S.A proton és a neutron mágneses nyomatékának az operátorát pedig a

~̂µ = 2.8
|e|
mp

~̂
S (protonra)

~̂µ = −1.9
|e|
mn

~̂
S (neutronra)képletek szerint kell megválasztani ahhoz, hogy a tapasztalatokkal összhangbanlegyenek49. 144



25. ábra.A Stern-Gerla
h kísérlet azt használja ki, hogy mágneses mez® segítségével lehethatni a mágneses dipólnyomatékra és ezen keresztül a spinre.Az Elektrodinamika jegyzet 10.fejezetében láttuk, hogy elektromos mez®ben az ~rpontban tartózkodó pontszer¶ elektromos dipólra az
~M = (~p× ~E)forgatónyomaték és az

~F (~r) = (~p · ~∇) ~E(~r)eltérít® er® hat (a ~p az elektromos dipólnyomaték vektora). Ezeknek a képletekneka mágneses analogonját nem tárgyaltuk, de megjegyeztük (Elektrodinamika jegyzet19.fejezet), hogy ~p −→ ~µ, ~E −→ ~B helyettesítéssel kaphatók50 az elektromos dipólraérvényes képletekb®l. Eszerint a pontszer¶ mágneses dipólra ható forgatónyomatékés eltérít® er® képlete a következ®:
~M = (~µ× ~B)

~F (~r) = (~µ · ~∇) ~B(~r) = µx
∂ ~B

∂x
+ µy

∂ ~B

∂y
+ µz

∂ ~B

∂z
. (124)A kísérletet a klasszikus me
hanika és elektrodinamika alapján gondolták ki, ezértel®ször tegyük fel mi is, hogy a neutron egy klasszikus elektromosan semleges tö-megpont ~µ mágneses nyomatékkal, amely a tengely körüli forgás (klasszikus spin) ~S49A neutron mágneses dipólnyomatékának a léte arra mutat, hogy a neutron nem igazán pontszer¶,vannak töltött összetev®k benne.50Az Elektrodinamika jegyzetben a mágneses dipólnyomatékot ~m-el jelöltük.145



impulzusnyomatékával arányos. Azért kell elektromosan semleges része
skét válasz-tani, hogy ne hasson rá Lorentz-er®. A nagyon keskeny neutronnyalábot spe
iálismágnespofák (Stern-Gerla
h mágnes) segítségével létrehozott er®sen inhomogén mág-neses téren engedik keresztül. A nyalábot magát tekintjük y-tengelynek. A mág-nespofák kitüntetnek egy irányt, a berendezés �tengelyét� (ezt tekintjük z-iránynak)azáltal, hogy az x-tengely mentén a ~B és a ∂ ~B

∂z
vektornak 
sak a z-komponense az,ami számottev®. A tengely egybeesik a mágneses tér leggyorsabb változási irányával.A z-rányú mágneses térben a dipólra ható forgatónyomaték olyan, hogy � kons-tans µz mellett � a dipólnyomaték vektora pre
esszál a z-irány körül. Ennek kö-vetkeztében a µx és a µy komponensei átlagban nullák lesznek és az ezekkel arányostagok az eltérít® er®b®l elt¶nnek. Mindezek alapján az eltérít® er® z-irányú lesz:

F ≈ Fz = µz
∂B

∂z
.Vizsgáljuk meg, hogyan térülnek el ebben a berendezésben a �klasszikus� neut-ronok. Ha a nyaláb nin
s spe
iális módon el®készítve, akkor az egyes neutronok(klasszikus!) dipólnyomaték vektorai azonos valószín¶séggel mutatnak minden irány-ba. Az eltérülés mértékét és irányát a µz komponens nagysága és el®jele határozzameg. Egyenletes irányeloszlásnál annál több része
skének van adott µz környezetébees® komponense, minél kisebb ennek a µz-nek a nagysága Ezért ha a mágnesb®l törté-n® kilépés után a része
skék z-irányú eltérülését regisztráljuk, olyan eloszlást kapunk,amelynek a maximuma az y-tengelyen, a nyaláb eredeti pályájánál van. Röviden eztúgy fejezhetjük ki, hogy a nyaláb z-tengely mentén 
supán szétken®dik, de nem hasadfel. A valóságosan elvégzett kísérlet azonban ett®l a klasszikus várakozástól eltér® ered-ményre vezet. A mágneses tér hatására a nyaláb kettéválik, az egyik rész maximumaa +z tengelyen, a másik részé szimmetrikusan a −z tengelyen lesz. Ha preparálatlannyalábot használunk, akkor a neutronok fele-fele arányban oszlanak meg a résznyalá-bok között.Ha most kiválasztjuk a két résznyaláb közül az egyiket, mondjuk azt, amelyik atengely pozitív irányában (a háromszöglet¶ mágnespofa felé) térült el és ezt egy újabbStern-Gerla
h mágnesen vezetjük keresztül, akkor ennek az újabb mágnesnek a hatá-sa attól a β szögt®l fog függni, amit a két berendezés tengelye bezár egymással51. Amásodik berendezés is két részre választja a ráes® nyalábot, de a két új résznyalábbana neutronszám nem egyenl®: a pozitív irányban eltérített résznyaláb neutronjainak aszáma cos2

β

2
-vel, a negatív irányba eltérítetteké sin2 β

2
-vel arányos.Ez a kísérleti eredmény arra mutat, hogy a Stern-Gerla
h berendezés a tengelyi-rányra (a mágneses mez® leggyorsabb változási irányára) vetett spinvetületek szerintrendezi a neutronokat. Ha ugyanis ezt tételezzük fel, a kísérlet eredményei az el®z®51A résznyalábok eltérülése ki
si, ezért a második Stern-Gerla
h berendezés tengelye is az y irányramer®leges xz-síkban fog feküdni. 146



fejezet képleteib®l azonnal következnek (feltéve, hogy a bees® nyaláb polarizálatlan).Ezt az interpretá
iót még azzal is lehet igazolni, hogy a neutronok S
hrödinger-egyen-letében �gyelembe vesszük a mágneses tér hatását, vagyis a Hamilton-operátort kiegé-szitjük a −~̂µ · ~B(~r) taggal52, ami a dipólnyomaték és a mágneses mez® köl
sönhatásátveszi �gyelembe. Az így kiegészített S
hrödinger-egyenlet (Pauli-egyenlet) megoldásaazt mutatja, hogy a hullámfüggvény valóban két z-irányban szeparált hullámra bomlikés a találati valószin¶ség a kísérletben tapasztalt arányban oszlik meg a résznyalábokközött. ***A következ® fejezetben a hidrogénspektrum tárgyalásának rövid összefoglalásátadjuk a S
hrödinger egyenlet alapján. Ez a vázlatos ismertetés semmiképpen semtükrözi a probléma és a S
hrödinger által talált megoldás igazi jelent®ségét.3.56. A hidrogénatomA hidrogénatom egy proton és egy elektron kötött rendszere. A hidrogénatom tár-gyalása ekvivalens a Coulomb-problémával, amelyben az elektromos mez® forrása azorigó, és az origó körül kering® egyetlen része
ske tömege a redukált tömeggel egyenl®.A proton és az elektron nagy tömegkülönbsége miatt azonban a redukált tömeg aligkülönbözik az elektrontömegt®l és az alábbiakban nem is teszünk különbséget közöt-tük. A feladat matematikailag azonos a Kepler-problémával, amit a me
hanikábanrészletesen tárgyaltunk.A Hamilton-operátor a kinetikus energia és a poten
iális energia operátorainak azösszege. Koordinátareprezentá
ióban a poten
iális energia a
−e

2r�Coulomb-poten
iállal való szorzás, a kinetikus energia operátora pedig a 49.fejezetalapján
− h̄2

2m
∇2 = − h̄2

2m

[

∂2

∂r2
+

2

r
· ∂
∂r

]

+
1

2mr2
L̂2.Ennek alapján a Coulomb-probléma S
hrödinger-egyenlete a következ®:

− h̄2

2m

[

∂2ψ

∂r2
+

2

r
· ∂ψ
∂r

]

+
1

2mr2
L̂2ψ − e2r� ψ = Eψ. (125)Láttuk (74. és 77.feladat), hogy 
entrális er®térben Ĥ, L̂2 és L̂z egymással kom-mutáló operátorok. A 
entrális er®tér nem tesz különbséget a spin két komponense52Ez a képlet az Elektrodinamika jegyzet (46) képletének mágneses megfelel®je operátorosítottalakban. 147



között (nem hat a spinre), ezért negyedikként az Ŝz-t is besorolhatjuk a kommutálóoperátorok közé.Általános tételünk szerint ennek a négy operátornak van közös sajátfüggvényrend-szere, amelyet annak alapján lehet kiválasztani, hogy tagjai a ϑ, ϕ változókat 
sakaz Ylm(ϑ, ϕ) kombiná
ióban tartalmazzák, és vagy a fels®- vagy az alsó komponen-sük nulla (a z-irányú spinvetület a ±h̄/2-k egyike). A Ĥ-nak azt a sajátfüggvényéttehát, amely L̂2-nek h̄2l(l+ 1) sajátértékhez, L̂z-nek h̄m sajátértékhez, Ŝz-nek pedig� mondjuk � a h̄/2 sajátértékhez tartozó sajátfüggvénye, a
ψ(r, ϑ, ϕ,ms) = R(r) · Ylm(ϑ, ϕ) · δms 1/2szorzatalakban kell keresnünk.Írjuk ezt (125)-be. Ha felhasználjuk, hogy L̂2 nem hat R(r)-re (49.fejezet), akkorkönny¶ látni, hogy az Ylm · δms 1/2 szorzattal lehet egyszer¶síteni. Ezután egyvál-tozós (közönséges) di�. egyenlet marad vissza az R(r) ismeretlen függvényre és �természetesen � az E energiasajátértékre:

− h̄2

2m

[

R′′ +
2

r
R′
]

+
h̄2l(l + 1)

2mr2
R− e2r� R = E ·R. (126)Tudjuk, hogy klasszikusan a korlátos mozgások negatív energiájúak, ezért � a 33.fe-jezet szerint � a normálható állapotoknak (ha vannak) negatív az energiájuk. Ezérta negatív energiájú sajátértékeket keressük.Érdemes bevezetni R(r) helyett a χ = r ·R(r) új ismeretlen függvényt, mert

R′′ +
2

r
R′ =

1

r
χ′′.Ha ezt behelyettesítjük (126)-ba, a kapott egyenletet végigszorozzuk r-el és átren-dezünk, a

χ′′ +

[

2mE

h̄2 − l(l+ 1)

r2
+

me2

2πh̄2ǫ0
· 1
r

]

χ = 0 (127)egyenletre jutunk. Az egyenletet a 0 ≤ r <∞ tartományban kell megoldani a
χ(0) = χ(∞) = 0 (128)határfeltételekkel. A χ origóbeli eltünése az R végességének a következménye.A számítás menetét nem részletezzük. Kiderül, hogy a határfeltételeket kielégít®megoldás 
sak az

E = En = − me4

32π2ǫ20h̄
2 ·

1

(nr + l + 1)2
≡ − me4

32π2ǫ20h̄
2 ·

1

n2sajátenergiáknál létezik, amelyben nr = 0, 1, 2, .... A 11.fejezetben a Bohr-Sommerfeldmodellben ugyanerre a képletre jutottunk, de a zárójelen belüli 1-t �kézzel� kellett hoz-záadnunk (nr + l)-hez. Erre most nin
s szükség, mert automatikusan megjelenik. Ha148



belegondolunk, hogy a Bohr-modell és a S
hrödinger egyenlet szinte semmiben semhasonlít egymásra, nem nagy túlzás a spektrumok egybeesését 
sodaszámba venni.Ha spin nem volna, az En sajátérték elfajulása ugyanúgy n2-el volna egyenl®, minta Bohr-Sommerfeld modellben. A spin miatt azonban a tényleges elfajulás ennek aduplája: νn = 2n2.A (126) mutatja, hogy az R(r) függvény E-t®l (azaz n-t®l) és l-t®l függ (az m-t®lés azms-t®l azonban nem), ezért az nml kvantumszámok, valamint a spinvetület általmeghatározott sajátállapot hullámfüggvénye a következ®:
ψnlm ±1/2(r, ϑ, ϕ,ms) = Rnl(r) · Ylm(ϑ, ϕ) · δms ±1/2.Az n = 1, 2 kvantumszámú radiális hullámfügvények a következ®k:

R10(r) =

(

me2

4πǫ0h̄
2

)3/2

· 2 · e
− me2

4πǫ0h̄
2 r

R20(r) =
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me2

8πǫ0h̄
2

)3/2

·
(

2− me2

4πǫ0h̄
2 · r

)

e
− me2

8πǫ0h̄
2 r

R21(r) =

(

me2

8πǫ0h̄
2

)3/2

· me2

4πǫ0h̄
2 ·
√

3
· r · e

− me2

8πǫ0h̄
2 r
.92.Feladat: Analizáljuk az elektron találati valószín¶ségének az eloszlását azalapállapotban. Milyen sugárnál lesz a találati valószín¶ség maximális?Megoldás: Az alapállapot kvantumszámai n = 1, l = m = 0, ms = ±1/2 (két-szeresen elfajult a spinvetület szerint). Mivel Y00 =

1√
4π

= konstans, a találativalószín¶ség gömbszimmetrikus. A sugár mentén a találati valószín¶ség s¶r¶sége
w(r) = konst · r2 · e

− me2

2πǫ0h̄
2 r(az r2 szorzó a dΩ térfogatelemb®l jön). Ennek a görbének az

r =
4πǫ0h̄

2

me2
≡ a0Bohr-sugárnál van maximuma. A 3.6 fejezet képleteib®l kiolvashatjuk, hogy a Bohr-sugár a legbels® Bohr-pálya sugarával (r1-el) egyenl®. A kvantumme
hanikában 
sakilyen halvány nyoma maradt a Bohr-pályáknak, annak ellenére, hogy az energiaspekt-rum a kvantumme
hanikában is ugyanaz, mint ami a Bohr-modellben volt.149



***Áttérünk utolsó témakörünkre, a pontrendszerek kvantumme
hanikájára. Itt ta-lálkozunk a kvantumelmélet egyik legparadoxálisabb eredményével, a Bell-tétellel(vagy a mikro�zikai szeparálhatatlansággal), amely napjaink kvantum�zikai gondol-kodásának egyik 
entrális témája, valamint az azonos része
skék különleges viselke-désével.3.57. A pontrendszerek kvantumme
hanikájaAz eredetileg egyetlen szabadsági fokra megfogalmazott kvantumme
hanikát eddigkétszer terjesztettük ki a szabadsági fokok növelése irányában. Az
x −→ x, y, z −→ x, y, z,mslán
ot most tovább b®vítjük: ha a rendszerünk N tömegpontból áll, a szabadságifokok száma 4N lesz, minden tömegponthoz be kell vezetni a maga xi, yi, zi, msi

(i = 1, 2, ..., N) szabadsági fokait. A spinnélküli (si = 0) tömegpontokat természete-sen 
sak a Des
artes-koordinátáikkal jellemezzük.Mint már tapasztalhattuk, a kiterjesztés két alaplépésb®l áll:1)A hullámfüggvények az összes szabadsági fok függvényei. Így pl. N = 2-nél
ψ = ψ(x1, y1, z1,ms1, x2, y2, z2,ms2) ≡ ψms1ms2

(x1, y1, z1, x2, y2, z2).Ennek megfelel®en módosul a skalárszorzás és a normálás képlete:
(~ψ, ~φ) =

=
∑s1

ms1=−s1

∑s2

ms2=−s2

∫

dΩ1 · dΩ2 · ψ∗
ms1ms2

(x1, y1, z1, x2, y2, z2)φms1ms2
(x1, y1, z1, x2, y2, z2).A Born-hipotézis szerint annak valószín¶sége, hogy az 1.része
skét az x1, y1, z1pont körüli dΩ1-ben h̄ms1 spinvetülettel, a 2.része
skét az x2, y2, z2 pont körüli dΩ2-ben h̄ms2 spinvetülettel észleljük,

w(x1, y1, z1,ms1, x2, y2, z2,ms2) · dΩ1 · dΩ2-vel egyenl®, ahol
w(x1, y1, z1,ms1, x2, y2, z2,ms2) = |ψms1ms2

(x1, y1, z1, x2, y2, z2)|2. (129)2)A koordináta- és az impulzusoperátorokat a Heisenberg-féle kanonikus fel
serélé-si relá
iók határozzák meg: minden koordinátaoperátor a saját impulzusoperátorával
ih̄-ra kommutál, az összes többi kommutátor pedig zérus. Ennek következtében akoordinátaoperátorok hatása megint szorzás, az impulzusoperátoroké pedig h̄/i-szerpar
. deriválás a megfelel® koordináta szerint.150



A spinoperátorok minden része
skére ugyanolyan alakúak, mint amit egyetlen ré-sze
skénél találtunk. A különböz® része
skék spinoperátorai függetlenek és kommu-tálnak egymással. Pl s1 = s2 = 1/2-nél a σ1xσ2xψ négykomponens¶ mennyiség `11'komponense a következ®:
(σ1xσ2xψ)11 =

2
∑

i=1

2
∑

j=1

(σ1x)1i(σ2x)1jψij = ψ22.Ez a példa mutatja, hogy az 1, 2, ... arab számokat két különböz® értelembenhasználjuk: van 1. és 2. része
ske, és mindkét része
ske spinorjának van 1. és 2.komponense. Ez zavart okozhat, ezért a továbbiakban 1. és 2. része
ske helyett Aés B része
skér®l fogunk beszélni. Egyenl®re feltesszük, hogy ezek valamelyik para-méterük alapján megkülönböztethet®k egymástól. Az el®z® képlet ebben a jelölésbenilyen:
(σAxσBxψ)11 =

2
∑

i=1

2
∑

j=1

(σAx)1i(σBx)1jψij = ψ22.A továbbiakban N = 2-nél maradunk, az általánosítás tetsz®leges N -re nyilvánvaló.3.58. Független része
skékKét tömegpont ( vagy két rendszer) függetlenségér®l két különböz® értelemben be-szélhetünk:1)Kauzális függetlenségen azt értjük, hogy a két rendszer sem most, sem a múltbannem hatott köl
sön (nem érintkezett) egymással.2)Statisztikus függetlenségen azt értjük, hogy ha a két rendszer egy-egy �zikaimennyiséget (3.22 fejezet) megmérjük, az egyik mennyiség valószín¶ségi eloszlása füg-getlen attól, hogy a másik mennyiséget mekkorának találjuk.Feltesszük, hogy a kauzális függetlenség maga után vonja a statisztikus független-séget: kauzális függetlenség =⇒ statisztikus függetlenség.
26. ábra.151



Ez két dolgot jelent.1)Ha a kauzális függetlenség fennáll, a statisztikus függetlenségnek is fenn kellállnia.2)Ha a statisztikus függetlenség nem áll fenn, a kauzális függetlenség sem állhatfenn: kell valami okának lennie, hogy a két �zikai mennyiség összefügg egymással.Az alábbiakban ha 
sak egyszer¶en függetlenségr®l beszélünk, statisztikus függet-lenségre gondolunk els®sorban: 
sak a statisztikus függetlenség az, ami a kísérletiszámadatok analízisével ellen®rizhet®.A független része
skékre vonatkozó alaptétel az, hogy független része
skék hullám-függvénye az egyes része
skék hullámfüggvényeinek a szorzata:
ψmsAmsB

(xA, yA, zA, xB, yB, zB) = ϕmsA
(xA, yA, zA) · χmsB

(xB , yB, zB). (130)A (129) szerint ugyanis ebben az esetben a találati valószín¶ség is szorzattá válik:
w(xA, yA, zA,msA, xB , yB, zB,msB) = |ϕmsA

(xA, yA, zA)|2 · |χmsB
(xB , yB, zB)|2,és a valószín¶ségszámítás szerint a függetlenséget éppen az fejezi ki, hogy az ese-mények együttes bekövetkezési valószín¶sége az egyes események valószín¶ségeinek aszorzatával egyenl®.93.Feladat: Két része
ske szabadonmozog az x-tengely pozitív irányában. Mind-kett® hullám
somag, távolságuk a. Írjuk fel a két-része
ske rendszer hullámfüggvé-nyét.Megoldás: A rajz (26.ábra) azt sugallja, hogy a két hullám
somag összegét kellképeznünk. Ne engedjünk a 
sábításnak! A helyes megoldás a szorzat:

ψ(xA, xB , t) = ψ(xA, t) · ψ(xB − a, t),amelyben ψ(x, t) a hullám
somag (70) hullámfüggvénye.♣94.Feladat: Két azonos tömeg¶, de különböz® fajtájú tömegpont mozog az x-ten-gelyen. Egymásra nem hatnak (át is hatolhatnak egymáson), de mindkett®t rugóer®köti az origóhoz. Oldjuk meg a feladat S
hrödinger-egyenletét.Megoldás: A Hamilton-operátor az egyes része
skék Hamilton-operátorainak azösszege:
Ĥ = ĤA + ĤB = − h̄2

2m

∂2

∂x2
A

+
mω2

2
x2

A −
h̄2

2m

∂2

∂x2
B

+
mω2

2
x2

B .A magyarázat az, hogy a Hamilton-függvény az energiával egyenl® (a koordinátákonés az impulzusokon keresztül kifejezve). Két egymással nem köl
sönható tömegpontenergiája az egyes része
skék energiáinak az összege. Operátorosítás után kapjuk afelírt Hamilton-operátort. 152



A ĤA 
sak az A-része
skére, a ĤB 
sak a B-része
skére hat, ezért az összegük akövetkez® módon hat egy szorzathullámfüggvényre:
Ĥϕ(xA) · χ(xB) =

(

ĤAϕ(xA)
)

· χ(xB) + ϕ(xA) ·
(

ĤBχ(xB)
)

.Innen már elég könny¶ kitalálni, hogy az ϕ(xA)-t és az χ(xB)-t a harmónikus osz
il-látor egy-egy sajátfüggvényének kell választani:
ϕ(xA) = en1

(xA) χ(xB) = en2
(xA).Az el®z® képletben ekkor

ĤAϕ(xA) −→ ĤAen1
(xA) = h̄ω

(

n1 +
1

2

)

en1
(xA)

ĤBχ(xB) −→ ĤBen2
(xB) = h̄ω

(

n2 +
1

2

)

en2
(xB),ezért

Ĥen1
(xA) · en2

(xB) = h̄ω(n1 + n2 + 1)en1
(xA)en2

(xB).Az en1
(xA)en2

(xB) szorzat tehát az En1n2
= En1

+En2
= h̄ω(n1 +n2 +1) sajátér-tékhez tartozó sajátfüggvény. Ez az eredmény összhangban van azzal, hogy függetlenrésze
skék hullámfüggvénye szorzatalakú. Könny¶ látni, hogy ennek a sájátértéknekaz elfajultsága νn1n2

= n1 + n2 + 1.♣3.59. Korrelált része
skékHa a hullámfüggvény nem szorzatalakú, akkor a része
skék statisztikusan nem füg-getlenek egymástól: korrelá
ió van közöttük.A korrelált hullámfüggvény legegyszer¶bb esete két különböz® szorzatfüggvényszuperpozí
iója.Tegyük fel az egyszer¶ség kedvéért, hogy a része
skéknek 
sak egyetlen szabadságifoka van, az x koordináta.Legyen U és V az x-tengely két távoli szakasza (ld. a 27.ábrát). Mindkett®t kétrészre bontjuk: U = U− + U+, V = V− + V+.Legyen ϕ+(x) olyan hullámfüggvény, amely 
sak V+-ban, ϕ−(x) pedig olyan,amely 
sak V−-ban különbözik zérustól és hasonlóan de�niáljuk U±-hoz viszonyít-va a χ±(x) hullámfüggvényeket. Legyen mind a négy hullámfüggvény 1-re normált.A ϕ+(xA)χ+(xB) hullámfüggvény szorzat és azt írja le, hogy az A része
ske va-lahol V+-ban, a B része
ske valahol U+-ban van és a találati valószín¶ségük teljesenfüggetlen egymástól.Hasonló jelentése van a ϕ−(xA)χ−(xB) szorzatnak.153



Képezzük most ezek
ψ(xA, xB) =

1√
2

(

ϕ+(xA)χ+(xB) + ϕ−(xA)χ−(xB)
) (131)lineárkombiná
ióját. Ez már korrelált hullámfüggvény. Vizsgáljuk meg, milyen ter-mészet¶ az a korrelá
ió, amit leír.

ϕ ϕ χ χ27. ábra.Mindenekel®tt megjegyezzük, hogy � mint könnyen ellen®rizhet® �, az 1/
√

2 fak-tor következtében ψ 1-re normált. A bizonyításhoz az egyes tényez®k normáltságátkell felhasználni, valamint azt, hogy ϕ+ϕ− = χ+χ− = 0.AnnakW (++) valószín¶sége, hogy az A-t V+-ban, a B-t U+-ban találjuk, a Born-hipotézis szerint
W (++) =

∫

V+

dxA

∫

U+

dxB · |ψ(xA, xB)|2 =
1

2-el egyenl® (az integrál kiszámításához ϕ± és χ± normáltságát használtuk, és azt,hogy az integrá
iós tartományban ϕ− = χ− = 0).Hasonlóan kapjuk annak valószín¶ségét, hogy az A-t V−-ban, a B-t U−-ban ész-leljük:
W (−−) =

∫

V−

dxA

∫

U−

dxB · |ψ(xA, xB)|2 =
1

2
.A maradék két valószín¶ség zérus:

W (+−) =

∫

V+

dxA

∫

U−

dxB · |ψ(xA, xB)|2 = 0,

W (−+) =

∫

V−

dxA

∫

U+

dxB · |ψ(xA, xB)|2 = 0.Ezek a valószín¶ségek mutatják, hogy a két része
ske nem független egymástól.Legyen WA(±) annak valószín¶sége, hogy ha 
sak az A része
skét �gyeljük meg,
V±-ben találjuk. Hasonló módon de�niáljuk a B része
skeWB(±) találati valószín¶sé-geit az U±-re vonatkozóan. Az a két lehet®ség, hogy a része
skét az egyik vagy a másik154



térrészben �gyeljük meg, kizárja egymást, ezért a megfelel® valószín¶ségek összeadód-nak:
WA(+) = W (+−) +W (++) =

1

2

WA(−) = W (−−) +W (−+) =
1

2

WB(+) = W (−+) +W (++) =
1

2

WB(−) = W (+−) +W (−−) =
1

2
.Látható, hogy pl. W (++) = 1/2 6= WA(+) ·WB(+) = 1/4, ez bizonyítja a független-ség hiányát.A korrelá
ió még világosabban látszik, ha a feltételes valószín¶séget használjuk.Legyen W (+|±) annak valószín¶sége, hogy A-t V+-ban találjuk feltéve, hogy a B-t

U±-ban észleltük. Nyilvánvaló, hogy W (+|+) = 1, míg W (+|−) = 0, tehát az Atalálati valószín¶sége függ attól, hogy hol van B.Ennek a korrelá
iónak fontos következményei vannak.Képzeljünk el két kísérletez®t, Ubult és Vendelt, akik közül az els® az U , a másodika V tartományban tud meg�gyelést végezni (ezek mellett tartózkodnak). Legyenekegymástól jó messze.Álljon rendelkezésükre az A, B része
ske (131) hullámfüggvény¶ tiszta állapotúanszamblja.Az anszambl valamelyik eleméhez tartozó A része
ske helyét megmérve Vendel me-gállapítja, hogy V melyik részében van. Ezt megtelefonálja Ubulnak. Ezután Ubulmeg�gyeli, hogy az U melyik részében van a B része
ske. Ezt az eljárást sokszormegismétlik az anszambl különböz® elemein.Ha feltesszük, hogy minden a kvantumme
hanika szabályai szerint történik, a mé-rések eredménye a következ®kben foglalható össze:1)Vendel kb. ugyanannyiszor találja A-t V+-ban mint V−-ban, Ubul kb. ugya-nannyiszor találja B-t U+-ban mint U−-ban.2)Valahányszor Vendel azt telefonálja Ubulnak, hogy A-t V+-ban találta, Ubul
U+-ban fogja találni B-t és ugyanez mondható el V−-ról és U−-ról. Ezalól a szabályalól egyetlen kivétel sin
s.A második tulajdonság fejezi ki a szoros függést A és B között. A jelenség elégmegdöbbent®: arra mutat, hogy az A-n elvégzett meg�gyelés mintha közvetlenül hatnaa tetsz®legesen távoli B része
ske állapotára, ami kérdésessé teszi �zikai világképünkegyik pillérét, a közelhatás elvét (Elektrodinamika jegyzet 1.fejezet).Elképzelhet® azonban egy kiút.Megállapítottuk, hogy ha nin
s statisztikus függetlenség, akkor a kauzális függet-lenség sem állhat fenn: a részeknek vagy most kell hatniuk egymásra, vagy a múltbanhatottak egymásra. A (131) hullámfüggvény szerkezete olyan, hogy a két része
skemost nem hat egymásra, mert nagyon távol vannak egymástól. De akkor a múltban155



valamikor találkozniuk kellett. Röviden: a (131) alakú hullámfüggvény nem realizál-ható másképp, mint a része
skék múltbeli köl
sönhatása révén.De akkor nem zárható ki, hogy már a része
skék szétválásakor valamilyen módoneld®lt, hogy az anszambl minden olyan elemében, amelyben az A most a V+-ban van,a B mindig pont az U+-ban van, amelyben pedig az A most a V−-ban van, a Bmindig pont az U−-ban van.Ha valóban ez a helyzet, akkor Vendel nyilván nem gyakorol semmiféle hatást atávoli B-re. Csupán az történik, hogy napvilágra kerül az a korrelá
ió, amely már amérés el®tt is ott van az anszambl elemeiben.Ezt a fajta korrelá
iót közös ok típusúnak nevezzük. Lépten nyomon találkozunkvele. Amikor pl. Pé
sre érkezve a standokon ugyanolyan újságokat látok, mint a Délipályaudvaron, egyáltalán nem lep®dök meg: ez nem a pesti standok hatását bizonyítjaa pé
siekre, hanem a nyomdagépnek, mint közös oknak a hatása mindkett®re.A fenti magyarázatban a van szót mindenütt kiemeltük. Az interferométerrelkap
solatban láttuk (47.fejezet), hogy a mikrojelenségek analízisénél a létigével 
sín-ján kell bánni. A közös okra visszavezet® magyarázat lehet jó, de nem bizonyos, hogyaz. Nem lehet eleve kizárni, hogy 
sak a ténylegesen meg�gyelt része
skék vannakhatározottan az egyik vagy a másik térrészben, de amíg nem �gyeljük meg ®ket, nemválasztanak a térrészek között. Ha tényleg ez a helyzet, akkor mégis
sak van valami-lyen befolyása az A-n elvégzett mérésnek a távoli B állapotára.A Bell-tétel (1964) azt mondja ki, hogy a kvantum�zikai korrelá
iók általában nemvezethet®k vissza közös okra. Ha a hullámfüggvény nem szorzat, a rendszer egyik ré-szén elvégzett meg�gyelés befolyásolhatja a tetsz®legesen távoli többi rész állapotát.Úgy is lehet mondani, hogy a részeket a nagy távolság látszólag szeparálja egymás-tól, a �valóságban� mégis marad valamiféle fur
sa kap
solat közöttük: ha a részek amúltban valamikor köl
sönhatottak, kés®bb a bels® dinamikájuk következtében mársoha többé nem válhatnak függetlenné egymástól (a kvantum�zikai szeparálhatatlan-ság elve).Érdekes, hogy noha Vendel A-n végzett mérése a Bell-tétel szerint befolyásoljaaz Ubulhoz közeli B állapotát, Vendel ezt nem használhatja fel arra, hogy üzenetetküldjön Ubulnak. Ugyanis nem Vendelt®l függ, hogy a V melyik részében találjameg A-t. Ha t®le függne, akkor Morse jeleknek használva, hogy Ubul U+-ban vagy
U−-ban találja B-t, üzenhetne Ubulnak, méghozzá alighanem fényfeletti sebességgel.Erre azonban nin
s lehet®ség, ezért a Bell-tétel � úgy látszik � nem mond ellent arelativitáselméletnek.3.60. Spinkorrelá
iós kísérletekA Bell-tétel bizonyításához elég egyetlen konkrét esetben megmutatni, hogy a kvan-tumme
hanikai korrelá
iók nem lehetnek közös ok tipusúak. Bell erre a 
élra két felesspin¶ része
skét választott, amelyek az origóból indulva ellentétes irányban repülnek156



szét és a hullámfüggvényük spinfügg® része
ψ =

1√
2
(wA+wB− − wA−wB+) (132)alakú. Az ilyen része
skepárok tiszta állapotú anszamblja kísérletileg jól megvalósít-ható és pontos mérésekkel igazolható, hogy a kvantumme
hanika által megköveteltkorrelá
iók valóban teljesülnek.Vizsgáljuk meg ezeket a korrelá
iókat.
28. ábra.Tegyük fel, hogy az A része
ske pozitiv y-irányban, a B negativ y-irányban mozog.Az y tengely pozitiv oldalán, az origótól messze Ubul egy ~n irányban orientált Stern-Gerla
h berendezésen bo
sátja át az egymás után jöv® A része
skéket és megállapítja,hogy +~n vagy −~n irányban térülnek el. Sok mérés alapján kiszámíthatja a ±~n irányúeltérülés valószín¶ségét. Az y tengely negatív oldalán, az origótól ugyan
sak távolVendel hasonlóan kísérletezhet a B része
skékkel.Mit tapasztalnak?Ha Stern-Gerla
h mágneseiket mindketten +z irányban orientálják, akkor a (131)hullámfüggvénnyel szerzett tapasztalataink alapján számítás nélkül is láthatjuk, hogyminden egyes A,B párnál ellentétes el®jel¶ spinvetületet mérnek: amikor A pozitívirányban térül el, B eltérülése negatív és viszont (teljes antikorrelá
ió53). Ezen belülmindkét része
ske 1/2 valószín¶séggel térül el az egyik vagy a másik irányban.(Ha mégis számítani akarjuk a valószín¶ségeket, (59)-t kell használnunk. Az el-lentétes irányú eltérülések valószín¶sége

|(wA+wB−, ψ)|2 = |(wA−wB+, ψ)|2 = 1/2,az azonos irányúaké
|(wA+wB+, ψ)|2 = |(wA−wB−, ψ)|2 = 0.)Érdekes, hogy ha a z-irány helyett a mágnesek tetsz®leges (y-ra mer®leges54) ~nirányba vannak orientálva, az eredmény ugyanaz: minden ~n-nél ugyanolyan teljes an-tikorrelá
iót kapunk. Ennek az az oka, hogy a ψ nem változik meg, ha benne a w±53Teljes korrelá
iónál az eseménypár egyik tagja egyértelm¶en meghatározza a másikat. Ebben azértelemben a z-irányú spinvetületek között a korrelá
ió teljes. Az �anti� jelz® 
supán arra utal, hogya teljes korrelá
ióban lév® események az el®jel szempontjából ellentétesek.54Ez a feltétel valójában szükségtelen, de a képleteket egyszer¶síti.157



spinorokat az 54.fejezet végén bevezetett ψ±n spinorokkal helyettesítjük:
w+ −→ ψn =

((122))
= cos

β

2
· w+ + sin

β

2
· w− (133)

w− −→ ψ−n =
((123))

= − sin
β

2
· w+ + cos

β

2
· w−. (134)Valóban, ennél a helyettesítésnél

ψ −→ 1√
2
(ψAnψB −n − ψA −nψBn) =

=
1√
2

(

cos
β

2
· wA+ + sin

β

2
· wA−

)

·
(

− sin
β

2
· wB+ + cos

β

2
· wB−

)

−

− 1√
2

(

− sin
β

2
· wA+ + cos

β

2
· wA−

)

·
(

cos
β

2
· wB+ + sin

β

2
· wB−

)

=

=
1√
2
(wA+wB− − wA−wB+) = ψ.A ψ-nek ezt a tulajdonságát úgy is kifejezhetjük, hogy � a látszat ellenére � a

z-tengely iránya nin
s benne kitüntetve.Legyen most az A-t mér® mágnes a +z-irányban, a B-t mér® pedig (a z-tengellyel
β szöget bezáró) ~n irányban orientált, és jelöljük W++(β)-val annak valószín¶ségét,hogy mindkét spinvetületet pozitívnek találjuk.Ezt a valószín¶séget is megkaphatjuk számolás nélkül. Ha ugyanis az A vetülete
+h̄/2 (ennek valószín¶sége 1/2), akkor a teljes antikorrelá
ió miatt a B −z-irányúvetülete is +h̄/2. Az ~n a −z-iránnyal π − β szöget zár be, ezért annak valószín¶sége,hogy ~n-vetületét pozitívnak találjuk, cos2

π − β
2

= sin2 β

2
-vel egyenl®. Így

W++(β) =
1

2
sin2 β

2
=

1

4
(1− cosβ). (135)(Ha a formális számítást részesítjük el®nyben, akkor a

W++(β) = |(wA+ψBn, ψ)|2képletb®l kell kiindulni. Mivel (w+, w+) = 1, (w+, w−) = 0, ezért
W++(β) =

1

2
|(wA+ψBn, wA+wB−)|2 =

1

2
|(ψBn, wB−)|2 = (133) =

1

2
sin2 β

2
.)A (135) összhangban van a teljes antikorrelá
ióval, ui. W++(0) = 0, W++(π) =

1/2.Hasonló módon kaphatjuk meg a
W−−(β) =

1

2
sin2 β

2
W+−(β) = W−+(β) =

1

2
cos2

β
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valószín¶ségeket is.Mivel a z-tengely iránya ψ-ben nin
s kitüntetve, ezek a képletek akkor is érvénye-sek, amikor az A spinvetületét valamilyen ~n1 irányra, a B-ét pedig egy ~n2 irányramérjük, amely az ~n1-el β szöget zár be (és mindkett® mer®leges az y-tengelyre).Ezzel befejeztük a ψ által meghatározott spinkorrelá
iók áttekintését. Megismé-teljük, hogy a kísérletek igazolják a kvantumelmélet alapján számítható valószín¶sé-geket.Áttérünk annak a kérdésnek a vizsgálatára, hogy visszavezethet®k-e ezek a korre-lá
iók közös okra.Ha mindkét kísérletez® azonos irányú spinvetületet mér, a helyzet hasonló ahhoz,amit az el®z® fejezetben találtunk:1)Ubul a pozitív y-tengelyen méri az A, Vendel a negatív y-tengelyen méri a B
~n-irányú spinvetületét. Mindkett® fele-fele arányban észleli a ±h̄/2 vetületet.2)Valahányszor Vendel azt telefonálja Ubulnak, hogy +h̄/2-t észlelt, Ubul bizo-nyosan −h̄/2-t fog találni. Ezalól a szabály alól nin
s kivétel.Most megfogalmazzuk matematikailag kezelhet® formában azt a feltevést, hogy eza korrelá
ió közös ok tipusú.A spinkorrelá
ió 
sak abban az esetben lehet közös ok tipusú, ha léteznek olyanrejtett paraméterek 55 � szemléletesebb kifejezéssel: �gének� �, amelyek egyértelm¶-en meghatározzák a rajtuk elvégezhet® kísérletek kimenetelét (a �fenotipust�). Ígyminden ~n térbeli irányhoz tartoznia kell egy gn és egy ḡn génnek. Ha a része
ske a
gn-t tartalmazza, akkor az ~n-irányú spinvetületét mérve +h̄/2-t kapunk, míg a ḡn gén
−h̄/2 vetületet eredményez.Ez a kép a spinkorrelá
iókat azért vezeti vissza közös okra, mert az A és a B ré-sze
ske �génkészlete� a szétválásukkor véglegesen kialakul. A teljes antikorrelá
ióhoz
supán azt kell feltételezni, hogy minden adott ~n-nél az egyik része
ske gn génnel,a másik ḡn génnel rendelkezik. Ha ez valóban így van, akkor Vendel a B része
ske
~n-irányú spinvetületének a megmérésével egyáltalán nem gyakorol hatást a távoli Arésze
skére. Csak annyi történik, hogy kiderül, a pár melyik része
skéje tartalmazzaa gn-gént, melyik a ḡn-t. Ha pl. Vendel +h̄/2-t talál, akkor már biztos, hogy a másikrésze
skében ḡn gén van, � ehhez nin
s szükség semmiféle távolhatásra.Vegyük észre, hogy ehhez a magyarázathoz nem szükséges ismernünk a rejtettparaméterek tényleges �zikai természetét, és azt a módot sem, ahogy hatnak. Agenetikában is lehet a génekhez kap
solódó tulajdonságokat tartalmasan vizsgálnianélkül, hogy ismernénk a gének molekuláris struktúráját és hatásme
hanizmusát.Ami egyedül fontos, az a gének (rejtett paraméterek) léte és fenotipust meghatározószerepe.Éppen ezért a rejtett paraméterekkel szemben nem érv az, hogy �senki sem látja®ket� a maguk �zikai mivoltában, és senkinek sin
s konkrét elképzelése arról, mi-lyen módon fejtik ki a hatásukat. A hipotézis 
sak azon az alapon 
áfolható, hogy a55Helyesebb lenne rejtett szabadsági fokoknak nevezni ®ket, de a paraméter elnevezés az elfogadott.159



ténylegesen elvégezhet® kísérletek különféle kimeneteleihez (a �fenotipusokhoz�) nema tapasztalatilag meg�gyelt valószín¶ségeket rendeli hozzá. Ezt fogjuk megmutatni aspinkorrelá
iók esetében.Az ellentmondás kiderítéséhez elegend® három különböz® ~n1, ~n2, ~n3 térbeli irány-ra és ennek megfelel®en a hat g1, ḡ1, g2, ḡ2, g3, ḡ3 géntípusra korlátozódni. Ekkor agéntartalom szempontjából nyol
 (= 23) különböz® A,B pár képzelhet® el, amelyeketa táblázatban soroltunk fel.A pár tipusa Az A génjei A B génjei
a g1 g2 g3 ḡ1 ḡ2 ḡ3

b g1 g2 ḡ3 ḡ1 ḡ2 g3

c g1 ḡ2 ḡ3 ḡ1 g2 g3

d g1 ḡ2 g3 ḡ1 g2 ḡ3

ā ḡ1 ḡ2 ḡ3 g1 g2 g3

b̄ ḡ1 ḡ2 g3 g1 g2 ḡ3

c̄ ḡ1 g2 g3 g1 ḡ2 ḡ3

d̄ ḡ1 g2 ḡ3 g1 ḡ2 g3A táblázat két fele egymás �felülhúzottja� (ha ¯̄g-n magát a g-t értjük).A ψ-állapotú tiszta anszamblban a nyol
 különböz® lehet®ség ismeretlen valószí-n¶séggel fordul el®. Jelöljük ezeket a valószín¶ségeket pα-val (α = a, b, c, d, ā, b̄, c̄, d̄).Maga a teljes antikorrelá
ió ténye ezekr®l a valószín¶ségekr®l nem mond semmit, mertmind a nyol
 tipussal összefér. Ezért olyan mérések valószín¶ségeit is be kell vonnia vizsgálatba, amelyekben a két része
ske különböz® irányú spinvetületét határozzukmeg.Jelöljük pij-vel (i, j = 1, 2, 3) annak valószín¶ségét, hogy amikor az A része
ske ~niirányú és a B része
ske ~nj irányú spinvetületét mérjük mindkett®t pozitívnak találjuk.Ha az A ~n1 irányú és a B ~n2 irányú spinvetületét mérjük, a táblázat szerint 
saka c és a d tipusú párok adhatnak mindkett®re pozitív vetületet. Ezért
p12 = pc + pd.Hasonlóan láthatjuk azt is, hogy
p23 = pb + pd̄

p13 = pb + pc.Ebb®l következik, hogy
p12 + p23 − p13 = pd + pd̄. (136)A p12, p23, p13 ismeretében tehát meghatározhatjuk annak pd + pd̄ valószín¶ségét,hogy az A,B pár egyikében g1ḡ2g3, másikában ḡ1g2ḡ3 legyen a génösszetétel.160



A p12, p23, p13 értékét a kvantumelmélet (és a tapasztalat) szerint (135) határozzameg. Eszerint
p12 =

1

4
(1− cosβ12) p23 =

1

4
(1 − cosβ23) p32 =

1

4
(1− cosβ13), (137)ahol βij az ~ni és a ~nj által bezárt szög.Ha ezeket a kifejezéseket beírjuk (136)-ba, a

pd + pd̄ =
1

4
(1− cosβ12 − cosβ23 + cosβ13)képletre jutunk.Ha a �gének� (rejtett paraméterek) valóban léteznek és a feltételezett módon hat-nak, akkor a pd + pd̄ összeg � a valószín¶ség fogalma alapján, � nem lehet negatívszám. Nem nehéz azonban olyan irányokat találni, amelyek mellett ez a képlet a

pd + pd̄ valószín¶ségre negatív értéket ad. Legyen például
β12 =

π

4
β23 =

π

2
β13 = β12 + β23 =

3π

4
.Akkor

cosβ12 = − cosβ13 =

√
2

2
cosβ23 = 0,és

pd + pd̄ =
1

4
(1−

√
2) < 0.A teljes antikorrelá
ió rejtett paramétereken alapuló felfogása tehát nem fér össze akvantumelméletb®l számítható valószín¶ségekkel és azok tapasztalati értékeivel, ezérta kvantum�zikai korrelá
iók általában nem vezethet®k vissza közös okra. A Bell-tételtezzel igazoltuk. ***Amikor Vendel megméri a � mondjuk � z-irányú spinvetületet, ezután már biz-tosan tudja, hogy hogy Ubul milyen el®jel¶ vetületet fog mérni: a mérés eredményétnyugodtan el®re be is jelentheti telefonon Ubulnak. Beláttuk, hogy ez nem értel-mezhet® úgy, hogy egyszer¶en felismer egy olyan tulajdonságot, amely a szétválásukóta kódolva van a része
skékben. De akkor el kell fogadnunk, hogy a vetület, minttulajdonság, a mérés hatása alatt jön létre. Ez nem volna új probléma, ha 
sak arraa része
skére vonatkozna, amelyiken Vendel a mérést elvégezte. A mérési posztulátu-mok tárgyalásánál ugyanis láttuk, hogy a mérés �beugrasztja� a mérés tárgyát képez®objektumot a mért mennyiség operátorának valamelyik sajátállapotába.161



A min®ségileg új elem az, hogy a rendszer egyik részén (az A-n) végzett mérésegyidej¶leg a tetsz®legesen távoli másik rész (a B) �beugrását� is el®idézi. Amikorpéldául az A spinvetületét pozitívnak találjuk, bekövetkezik a
ψ =

1√
2
(wA+wB− − wA−wB−) =⇒ wA+wB−hullámfüggvény reduk
ió, ami a B része
ske állapotát is határozottá teszi.A jelenséget mégsem nevezhetjük nyugodt lélekkel távolhatásnak. A �hatás� sza-vunk ugyanis magába foglalja azt a jelentést, hogy a hatás révén akaratlagos befolyástgyakorolhatunk arra az objektumra, amelyre a hatás irányul. A kvantumkorrelá
iók-nál azonban err®l nin
s szó. Vendel egyedül a mérés id®pontját választhatja szabadon,a mérés aktuális eredményét nem. Ha nem telefonálna Ubulnak, Ubul sohase jönnerá magától, hogy Vendel egyáltalán végzett-e vetületmérést. Milyen �hatás� az, amir®l
sak abból szerezhetünk tudomást, hogy �gyelmeztetnek rá?Az el®z® fejezetben ezt úgy fejeztük ki, hogy a kvantumkorrelá
iók nem alkalmasaküzenetküldésre, és ez megnyugtató a relativitáselmélet érvényessége szempontjából.Ami miatt jogos zavart érzünk, az az, hogy a jelenségre nin
s szavunk (fogalmunk):azt se mondhatjuk teljes joggal, hogy az A-n végzett mérés nin
s hatással B-re, de aztsem, hogy hatással van rá. A kvantumme
hanika nem sz¶nik meg �gyelmeztetni arra,hogy fogalomkészletünknek korlátai vannak. Most már azt is látjuk, hogy a korlátokmakroszkópikus méretekben lefolyó jelenségeknél is felbukkanhatnak.3.61. Fermionok és bozonokVezessünk be két fogalmat, a része
skék hasonlóságát és azonosságát.Két része
skét akkor mondunk hasonlónak, ha bizonyos paramétereikben külön-böznek ugyan egymástól, de olyan kis mértékben, hogy praktikusan nem tudunkkülönbséget tenni közöttük.Két része
skét akkor nevezünk azonosnak, ha minden paraméterük pontosan me-gegyezik egymással.Két makroszkópikus test sohasem lehet azonos egymással, mert a makroszkópikustesteknek végtelen sok paramétere van. A mikrorésze
skék azonossága azért tartalmasfogalom, mert a paraméterek száma, ami jellemzi ®ket, véges, az elemi része
skék ese-tében kifejezetten kis szám. Az elektronnak például nin
s más jellemz® paramétere,mint a tömege, a töltése és a mágneses dipólnyomatéka56.A kvantumme
hanika szerint a hasonló és az azonos része
skék viselkedése közöttmin®ségi különbség van.Legyen A és B két hasonló része
ske, amelyek nem hatnak egymásra és � azegyszer¶ség kedvéért � az x-tengely mentén mozognak (és képesek akadálytalanuláthatolni egymáson). Végezzük el velük a következ® gondolatkísérletet:56A paraméterekr®l és a �zikai mennyiségekr®l ld. a 22.fejezetet.162



ϕ χ29. ábra.A t < 0-ban legyenek bezárva egy-egy végtelen poten
iálgödörbe,amelyek a U ésa V szakaszt foglalják el. A hullámfüggvényük:
ψ(xA, xB, t) = ϕ(xA, t) · χ(xB , t). (138)Amíg t < 0, a ϕ 
sak a V -ben, a χ 
sak az U -ban különbözik zérustól.

30. ábra.Tegyük most fel, hogy a t = 0 pillanatban a poten
iálfalak hirtelen �leomlanak�és a része
skék szabaddá válnak. Mivel nem hatnak egymásra, a hullámfüggvényüktovábbra is a (138) szorzat, amelyben ϕ(xA, t) és χ(xb, t) a szabad A és B része
s-két leíró id®függ® S
hrödinger-egyenlet megoldásai olyan kezd®feltétel mellett, hogy
t = 0-ban a ϕ a V , a χ az U tartományra lokalizált. Pozitív id®kre azonban ezek ahullámfüggvények már az x-tengely minden pontjában különbözni fognak zérustól.Annak valószín¶ségi s¶r¶sége, hogy valamilyen pozitív id®pillanatban az A-t az
x1 pontban, a B-t az x2 pontban találjuk, természetesen |ψ(x1, x2, t)|2-el egyenl®.A része
skék hasonlósága miatt azonban ezt a valószín¶séget nin
s módunkbankísérletileg vizsgálni, mert 
sak azt tudjuk megállapítani, hogy az egyik része
ske x1-ben, a másik x2-ben van � de, hogy melyik az egyik és melyik a másik, azt nemtudjuk eldönteni.A kísérletileg ellen®rizhet® valószín¶ség tehát annak

p(x1, x2, t) = |ψ(x1, x2, t)|2 + |ψ(x2, x1, t)|2 (139)valószin¶ségi s¶r¶sége, hogy az egyik része
skét x1-ben, a másikat x2-ben találjuk.Ez a valószín¶ségi s¶r¶ség szimmetrikus függvény: p(x1, x2, t) = p(x2, x1, t) és a nor-163



málási feltételében minden x1, x2 párt 
sak egyszer kell számításba venni:
∫

x1≤x2

dx1 · dx2 · p(x1, x2, t) = 1.Amikor x1 6= x2, akkor annak valószín¶sége, hogy az egyik része
skét az (x1, x1 +
dx1), a másikat az (x2, x2 + dx2) intervallumban észleljük, p(x1, x2, t) · dx1dx2-velegyenl®. Amikor azonban x1 = x2, ezt a kifejezést még meg kell szorozni 1/2-el. Azok az, hogy a dx1, dx2 oldalú téglalap az els® esetben teljes egészében belül van az
x1 ≤ x2 tartományban, a második esetben azonban 
sak félig (ld. a 30.ábrát)Gondolatkísérletünkben a hullámfüggvényt a (138) képlet adja meg, ezért a talá-lati valószín¶ség s¶r¶sége a következ®:

p(x1, x2, t) = |ϕ(x1, t)|2 · |χ(x2, t)|2 + |ϕ(x2, t)|2 · |χ(x1, t)|2. (140)Azt gondolhatnánk, hogy ha gondolatkísérletünket azonos része
skékkel végez-nénk el, a valószín¶ségre ugyanezt a (140) képletet kapnánk. Igaz, a t < 0 kiindulásihelyzetben, amikor a része
skék külön-külön be vannak zárva a saját gödreikbe, nemmondhatnánk, hogy az A tipusú része
ske van a V -ben, és a B tipusú része
ske vanaz U -ban, hiszen a része
skék azonosak. De semmi sem akadályoz meg abban, hogya V -be bezárt része
skét elnevezzük A-nak, az U -ba bezártat elnevezzük B-nek. Ha
sak annyi igaz, hogy mindkét része
ske állandóan önmaga marad, vagy � máskép-pen fogalmazva, � az önkényesen választott név mindig ugyanazé a része
skéé, akkora név a része
sketipus szerepét tölti be, és a találati valószín¶ségre nem kaphatunkmást, mint (140)-t.A kvantumme
hanika szerint azonban azonos része
skéknél a helyes valószín¶ségetnem a (140) képlet adja meg. Az el®z® bekezdés gondolatmenete � bármilyen nyil-vánvalónak látszik is, � hibás. Senkisem tilthatja meg, hogy a része
skéknek nevetadjunk, amikor elkülönítve ®rizzük ®ket, de � úgy látszik, � azt már nin
s jogunkfeltételezni, hogy miután kiszabadultak, folyamatosan ®rzik az önazonosságukat. A�falak leomlása után� nem
sak mi nem tudjuk, melyik az A és melyik a B (azaz melyikjött U -ból, melyik V -b®l), de ®k maguk sem: ha
sak nem követjük végig a része
skékpályáját, még gondolatban sem tételezhetjük fel, hogy a része
ske, amit regisztrá-lunk, határozottan vagy az U -ból, vagy a V -b®l érkezett � hasonlóan ahhoz, ahogyaz interferométerben sem érvényes az a kép, hogy az egy szem neutron határozottanvagy az egyik vagy a másik résznyalábban mozog. Újabb példáját látjuk annak, hogya klasszikusan egymást kizáró lehet®ségek a mikro�zikában általában nem zárják kiegymást.Nézzük most meg, hogyan módosul a kvantumme
hanika szerint a (140) találativalószín¶ség, amikor azonos része
skéket vizsgálunk.Egy N db. azonos része
skéb®l álló rendszer hullámfüggvénye a 4N szabadsági fokfüggvénye. Nevezzük el a része
skéket gondolatban 1.-nek, 2.-nek s í.t. N.-nek. Neírjuk ki részletesen a része
skék koordinátáit és spinvetületét, hanem a része
ske szá-mával (nevével) szimbolizáljuk ®ket: ezzel sokat nyerünk áttekinthet®ségben. Eszerinta konven
ió szerint a rendszer hullámfüggvényét ψ(1, 2, ..., N) alakban írhatjuk.164



Ebben a hullámfüggvényben azonban az 1., 2.,..., N puszta név, és nem fejez ki�zikai különbséget a része
skék között. Ha bármelyik két része
ske koordinátáit ésspinvetületét fel
seréljük egymással, a rendszer �zikai állapotát ezzel nem változtatjukmeg, ezért a fel
serélés utáni hullámfüggvény legfeljebb fázisfaktorban különbözhet azeredetit®l. Ha pl. az 1. és a 2. része
ske koordinátáit és spinvetületét 
seréljük fel,akkor teljesülnie kell a
ψ(2, 1, 3, ..., N) = c · ψ(1, 2, 3, ..., N)relá
iónak, amelyben c fázisfaktor.Kiterjedt tapasztalati anyag igazolja, hogy a fázisfaktor � a rendszert alkotó ré-sze
skék tipusától függ®en, � 
sak +1 vagy −1 lehet. A c = +1-t követel® része
skéketbozonoknak, a c = −1-t követel®ket fermionoknak nevezzük.Az azonos bozonokból álló rendszer hullámfüggvénye tehát szimmetrikus, az azo-nos fermionokból állóké antiszimmetrikus bármely része
skepár összes szabadsági fo-kának egyidej¶ fel
serélésével szemben (szimmetriaposztulátum).Melyik elemi része
ske fermion és melyik bozon? A relativisztikus kvantumme
ha-nikában bebizonyítják, hogy a félegész spin¶ része
skék fermionok, az egész spin¶ekbozonok. A stabil anyagot tehát fermionok alkotják. A bozonok legfontosabb kép-visel®je a foton (s = 1). Az alábbi meggondolásokban azonban � az egyszer¶ségkedvéért � a szimmetriaposztulátumot nem kap
soljuk össze a spinnel: a hullám-függvény szimmetriájának és antiszimmetriájának bizonyos fontos következményeitígy is megállapíthatjuk.A szimmetriaposztulátum következtében gondolatkísérletünk (138) hullámfüggvé-nyét bozonok esetében szimmetrizálni, fermionok esetében antiszimmetrizálni kell:

ψ(xA, xB, t) −→ ψ±(xA, xB , t) =
1√
2

[

ϕ(xA, t)χ(xB , t)± ϕ(xB , t)χ(xA, t)
]

. (141)A fels® el®jel érvényes a bozonokra, az alsó a fermionokra, az 1/
√

2 faktor a normá-láshoz szükséges.Annak valószín¶ségi s¶r¶sége, hogy valamilyen t id®pillanatban az egyik része
skétaz x1 pontban, a másikat az x2 pontban találjuk a következ®:
p±(x1, x2, t) = |ψ±(x1, x2, t)|2 + |ψ±(x2, x1, t)|2 =

= |ϕ(x1, t)|2 · |χ(x2, t)|2 + |ϕ(x2, t)|2 · |χ(x1, t)|2±

±
[

ϕ∗(x1, t) · ϕ(x2, t) · χ∗(x2, t) · χ(x1, t) + ϕ∗(x2, t) · ϕ(x1, t) · χ∗(x1, t) · χ(x2, t)
]

.(142)Az azonos része
skékre vonatkozó p± valószín¶ség a szögletes zárójel miatt külön-bözik a hasonló része
skékre érvényes p valószín¶ségt®l57.57Mivel az id®t®l függ® S
hrödinger-egyenlet ®rzi az állapot normáját (30.fejezet), ez a valószín¶ségakkor is helyesen normált, amikor a ϕ és a χ hullámfüggvények már átfedik egymást.165



Az alábbiakban a p± és a p közötti különbség néhány következményét vizsgáljukmeg.1)Mindenekel®tt megjegyezzük, hogy a két valószín¶ség 
sak akkor különbözikegymástól, ha a ϕ és a χ függvény átfed®dik (ha az x-tengelyen van olyan tartomány,ahol egyik sem nulla). A gondolatkísérletben negatív t-nél ilyen tartomány nin
s, ezértamíg a része
skéket egymástól elkülönítve ®rizzük, az azonos része
skék és a hasonlórésze
skék ugyanúgy viselkednek � ha nem így volna, a hidrogénatom tárgyalásánála világ összes elektronját és protonját �gyelembe kellene venni.2)Legyen (t > 0-nál) az x olyan koordináta, amelyben ϕ is, χ is különbözik zé-rustól. Ha 
sak az egyik része
skét �engedjük ki� (ez lehet bármelyik), a találativalószín¶ség ennek a pontnak a dx környezetében (és az adott t-ben) |ϕ(x, t)|2dx-el,ill. |χ(x, t)|2dx-el egyenl®. Ez így van akár hasonlók, akár azonosak a része
skék.Ha mindkét része
skét egyszerre engedjük ki és a része
skék hasonlók, akkor együt-tes találati valószín¶ségük (140) szerint ennek a két valószín¶ségnek a szorzata, ahogyazt statisztikusan független része
skékt®l el is várjuk. Az x1 = x2 ≡ x-nél szükséges
1/2 �gyelembevételével ugyanis

p(x, x, t) · 1
2
dx2 = |ϕ(x, t)|2 · |χ(x, t)|2 · dx2 (Hasonló része
skék).Ha azonban a része
skék azonos fermionok, akkor annak valószín¶sége, hogy mind-kett®t az x koordinátájú pont környezetében találjuk, zérussal egyenl®:
p−(x, x, t) · 1

2
dx2 = 0 (Azonos fermionok).Ebben az esetben ugyanis a (142) [ ] tagja el®tt a negatív el®jel érvényes és ez atag pontosan kiejti az el®z®ket.Ugyanerre a következtetésre jutunk közvetlenül a szimmetriaposztulátumból is:abból, hogy ψ−(xA, xB) = −ψ−(xB , xA) következik, hogy ψ−(x, x) = 0: ha egy adottpontban már van egy adott tipusú fermion, ugyanabban a pontban nem lehet egymásik is58.Ha � végül � mindkét része
ske azonos bozon, az el®z® esethez képest 
sak annyia különbség, hogy a [ ] el®tti el®jel pozitív. De ha negatív el®jelnél ez a tag pont kom-penzálta az el®z®eket, akkor most megduplázza ®ket. Ezért

p+(x, x, t) · 1
2
dx2 = 2 · |ϕ(x, t)|2 · |χ(x, t)|2 · dx2 (Azonos bozonok).A része
skék a három eset egyikében sem hatnak er®vel egymásra, mégis 
sak azels® esetben viselkednek úgy, ahogy független része
skékt®l elvárjuk. A szimmetria-posztulátum korrelá
iót hoz létre közöttük, amely olyan, hogy a fermionok minthataszítanák, a bozonok mintha vonzanák egymást.58Ha a spint is �gyelembe vesszük, akkor ez az állítás túl er®s: különböz® spinvetület¶ fermionoklehetnek ugyanabban a pontban. 166



3)Vegyük el® újra a 94.feladatot, és gondoljuk át abban az esetben, amikor a kétrésze
ske (spinnélküli, 1-szabadsági fokú) fermion.Könnyen meggy®z®dhetünk róla, hogy ha a feladatban kapott energiasajátfüggvé-nyeket antiszimmetrizáljuk, attól ugyanolyan sajátenergiájú sajátfüggvények marad-nak:
en1

(xA)en2
(xB) −→ 1√

2

(

en1
(xA)en2

(xB)− en1
(xB)en2

(xA)
)

.Csak egy eset kivétel: az, amikor n1 = n2. A fenti hullámfüggvény ugyanis ekkor zé-rus. Ez égy általános érvény¶ következtetés a nemköl
sönható fermionrendszerekbenés úgy fogalmazható, hogy két azonos fermion nem lehet ugyanabban a kvantumálla-potban (Pauli-elv vagy kizárási-elv). A rendszer legala
sonyabb energiája a Pauli-elvkövetkeztében nagyobb, mint amikor a része
skék 
sak hasonlók: h̄ω helyett 2h̄ω-valegyenl®.Az En = h̄ω(n+1) energiájú nívó elfajultsága a része
skék azonossága következté-ben (n+ 1)-r®l az n+ 1

2
tört egész részére 
sökken. Ennek az az oka, hogy az n1, n2kvantumszám-pár ugyanarra az antiszimmetrizált energiasajátfüggvényre vezet, mintaz n2, n1 pár.Tetsz®leges N -nél az alapállapot energiája a Pauli-elv �gyelembevételével az Nlegala
sonyabb harmonikus-osz
illátor nívó energiájának az összege:

Ealapállapot = h̄ω
N
∑

n=0

(

n+
1

2

)

=
h̄ω

2
·N2.Ezt úgy szokás kifejezni, hogy az els® N nivó van �betöltve� része
skékkel. Az ala-pállapotban a legmagasabb betöltött nívó EF energiáját Fermi-energiának nevezzük.Tetsz®leges N -nél EF = h̄ω

(

N − 1

2

).
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Rendszám Vegyjel Elektronkon�gurá
ió1 H 1s2 He 1s23 Li 1s22s4 Be 1s22s2

5 B 1s22s2p

6 C 1s22s2p2

7 N 1s22s2p3

8 O 1s22s2p4

9 F 1s22s2p5

10 Ne 1s22s2p6

11 Na 1s22s2p63s

12 Mg 1s22s2p63s2

13 Al 1s22s2p63s2p

14 Si 1s22s2p63s2p2

15 P 1s22s2p63s2p3

16 S 1s22s2pss2p4

17 Cl 1s22s2p63s2p5

18 Ar 1s22s2p63s2p64)Ha a fermionok egymással is köl
sönhatnak, a helyzet lényegesen bonyolultab-bá válik. A Pauli-elv érvényét veszti, mert nem lehet egyszer¶en azt mondani, hogyaz N -fermion rendszer energiája az egy fermiont tartalmazó rendszer energianívóibólépül fel úgy, hogy ez utóbbi energianívói közül N db különböz®t �betöltünk� egy-egyfermionnal.Érdekes, és egyáltalán nem nyilvánvaló, hogy ez a kép közelít®en mégis sok esetbenérvényben marad. Erre a legfontosabb példa az atom elekronburka: a Z rendszámúatom Z db elektronjának a kvantumállapotáról a valósághoz közeli képet kapunk, hafeltesszük, hogy alapállapotban a Z|e| nagyságú ponttöltéshez tartozó Coulomb-prob-léma alsó Z energianívóját töltik be.Az atomok elektronkon�gurá
ióját ennek a képnek az alapján a következ® mó-don szokás leírni. A f®kvantumszámot számjeggyel írják ki, de az l = 0, 1, 2, 3 mel-lékkvantumszámokat az s, p, d, f bet¶kkel jelölik. Így pl. a 3d elektron az n = 3f®kvantumszámú elektronhéj 2 · 32 db elfajult nívója közül az l = 2 mellékkvantum-számú alhéj egy nivóját �tölti be�. Az l kvantumszámú nívó 2(2l + 1)-szer elfajult,168



maximum ennyi elektronnal lehet betölteni. Az alhéjon található elektronok számáta hatványkitev®ben tüntetik fel (ld. a táblázatot).A periódusos rendszer legkisebb rendszámú atomjainak a kon�gurá
ióját ebben ajelölésben a fenti táblázat tartalmazza.Az s2, p6, d10 stb. kon�gurá
iók a lezárt alhéjak. Ezek stabil képz®dmények, akémiai reak
iókban nem vesznek részt. Különlegesen stabilisak azok az atomok, ame-lyekben egy héj zárul le (a táblázatban Z = 2, 10). A lezárt héjakból és alhéjakbólkiindulva magyarázható, hogy a hélium, a neon és az argon nemes gáz. A kémiaiaf�nitást a lezáratlan héjak elektronjai határozzák meg.Emlékeztetünk rá, hogy az elektronok Coulomb-köl
sönhatása miatt ez a kép 
sakközelít® érvényesség¶. Az elektronok valójában nem 
sak a pontszer¶ atommag Cou-lomb-terét érzik, hanem egymás átlagterét is. Ez utóbbinak a jelent®sége a rendszámnövekedésével egyre nagyobb. Az átlagtér hatása nyilvánul meg abban, hogy adott
n-nél az alhéjak nem pontosan azonos energiájúak.5)A hidrogénatom stabilitása nem múlik azon, hogy az elektron fermion. A soke-lektronos atomok azonban egészen mások lennének, ha az elektronok nem lennénekazonos fermionok. Ez méginkább érvényes a makroszkópikus anyagdarabokra. Meg-mutatható (Dyson, 1967), hogy ha az anyagot alkotó elemi részek egyike sem lennefermion, akkor az anyagnak az a formája, amit ma ismerünk, nem lenne stabil.Az anyag mindennapos formáiban az elektronok és az atommagok sokkal messzebbvannak egymástól, mint amekkorák, ezért a makroszkópikus anyag térfogatának 
sakelenyész® részét töltik ki. A sokkal nagyobb rész vákuum. Ez az elektronok azonos fer-mion-voltából ered® taszító jelleg¶ korrelá
iónak a következménye. Ha az elektronoknem lennének azonos fermionok, az anyag annyira összeroppanna, hogy az atommagokérintkezésbe kerülnének egymással.3.62. Záró megjegyzésekA tárgyalásunkat azzal indítottuk, hogy felsoroltunk néhány olyan alapjelenséget,amelyek ellentmondanak a klasszikus me
hanikának és elektrodinamikának. Közülük
sak egy jelenségtipusra adtuk meg a magyarázatot.A h®mérsékleti spektrumot a következ® félévben, a statisztikus �zika utolsó feje-zeteinek egyikében vezetjük le.A fotoeffektus a kvantumelektrodinamikához tartozik, ez a tárgy azonban nemszerepel a tantervben.Az exponen
iális bomlási törvényt id®hiány miatt nem elemeztük. A végtelen po-ten
iálgödörb®l indulhattunk volna ki. Legyen t < 0-ban a része
ske � mondjuk �az alapállapotban. Tegyük fel, hogy a t = 0 pillanatban az egyik falat hirtelen � ahullámfüggvény megváltoztatása nélkül �, magas széles poten
iálfallal helyettesítjük,amelynek ki
si de nemnulla T transzmissziós koef�
iense van.Az eredmény az lesz, hogy a része
ske elkezd lassan �átalagutazni� a falon kívülitartományba és eltávozik a végtelenbe. A folyamat az id®függ® S
hrödinger-egyenlet169



alapján tárgyalható, és arra vezet, hogy a gödrön belüli találati valószín®ség expo-nen
iálisan 
sökken az id® függvényében.Az el®adásokban megadtuk azokat az alapokat, amelyek lehet®vé teszik a vonalasspektrum és a planetáris atommodell (a hidrogénatom) sikeres értelmezését. Emelletttermészetesen több olyan problémát tárgyaltunk, amelyek a kvantumelmélet megje-lenése el®tt még nem léteztek és 
sak az elmélet fokozatos kiépítése során merültekfel. Ide tartozik a neutronok interferen
iája, a spinkorrelá
iós kísérletek és az azonosrésze
skék kvantumelmélete.
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