A forgd magnes

Hrasko Péter*

A vilagdinamé

Régen, még kbzépiskolas koromban olvastam egy if-
jusgi regényt, amelynek A wvildgdinamd volt a cime.
A térténetre mér egyéltalan nem emlékszem, de a
lényege az volt, hogy egy megszallott feltalalé kalan-
dos koriilmények kozott massziv elektromos vezetéket
fektetett le a Fold egyik délkére mentén. Azt gon-
dolta ugyanis, hogy a Fo6ld forgasa kévetkeztében a
vezet6 mozog a Fold magneses terében, mozgasi in-
dukcid révén elektromotoros er§ indukalédik benne,
és ez az egyszer(, de monumentalis eszkdz — a vilag-
dinam6 — folyamatosan hatalmas mennyiségi olcs6
villamos energiaval képes ellatni az emberiséget.

Ha j6l emlékszem, méar a kényv olvasasa kézben fel-
meriilt bennem a kétely, hogy mindez nagyon szép, de
mi van akkor, ha a Fold magneses tere egylitt forog
a Folddel? Ebben az esetben a vezeté nyugodna a
méagneses mezében és nem jénne létre benne elektro-
motoros eré. De ugyanakkor zavart, hogy magat ezt
a kérdést sem éreztem vildgosnak. Egyaltalan nem
nyilvinval6 ugyanis, mit jelent az, hogy "a mégneses
mez6 forog a szimmetriatengelye kériil". Ha az erévo-
nalak realisan léteznének és mindegyiket kiilén-kiilon
id6ben figyelemmel tudnank kisérni, akkor értelmes
volna a kérdés és lehetne ra valaszolni. Az erévonalak
azonban csak matematikai-geometriai segédeszkodzok
és nagyon is elképzelhetd, hogy a szimmetriatengelye
koriil egyenletesen forgd magnes magneses tere pon-
tosan ugyanolyan, mintha a mignes nem forogna.

Az aldbbiakban egy homogén mégnesezettségi, al-
lando 2 szogsebességgel forgod a-sugart gdbmbméagnest
fogunk vizsgalni, amelynek M magneses dip6lussii-
riisége és forgastengelye parhuzamos egymaéssal (z-
iranytak). A vilagdinamé elképzelésben szerepls ve-
zet6t az "északi polust" és az "egyenlitG" egy pontjat
0sszekOt6 merev L vezet$ reprezentilja, amely az -
t6l eltérs, de vele parhuzamos w-val is foroghat és
meég sikgbrbének sem kell lennie. (A vildgdinamoban
természetesen w = €2 és L a Fold felszinén huzédik,
de érdemes az altalanosabb esettel foglalkozni.) Az
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Laz A (¥ =0° é a B (¥ = 90°) végpontokban
cstsz6 érintkezbkkel elektromos kontaktusban van a
gébmbmégnessel azért, hogy £ a méignesen keresztiil
zar6do6 dramkor eleme lehessen.
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Itt most csak a vilagdinamoé-elképzelés kiindulo-
pontjaul szolgilé alapjelenséget vizsgaljuk. Az Ol-
vaséra bizzuk: itélje meg, miikddne-e a vildgdinamé,
ha megépitenék.

Az elektromosan vezetd forgé magnes

Tekintsiink el egyenl6re az L vezet6tsl és vizsgil-
juk a "csupasz" homogén magnesezettségii gdbmbméag-
nest, amelynek konduktivitisa legyen v > 0. Nyugvé
vezetGben v a J Aramstriség és az E elektromos
mez6 kapcsolatat hatarozza meg a J = yE Ohm-
térvényen keresztiil. Mozgd vezeténél az E-hez még
hozza kell adni a mozgéas altal indukalt (V' x B) elek-
tromotoros er6t is, amelyrsl az el6zé pontban méar
volt sz6. Az Ohm-térvény ebben az &ltalanosabb
esetben a kovetkezd:

J =~[FE+ (V x B)]. (1)
Amikor a koordinita-rendszeriink origdjat a gémb
kozéppontjaban vessziik fel, a magnes azon elemének
a sebessége, amely az r pontban van

V=Kxr) (2)
-el egyenlS. Ebb6l a képletbsl lathatod, hogy nem a
gbmbhoz régzitett forgd rendszerben dolgozunk, ha-
nem abban az inerciarendszerben, amelyben a gémb



kézéppontja nyugszik. Soha egy pillanatra sem fo-
gunk attérni a forgo rendszerre.

Stacionér rezsimben, amikor a magnes mar hosszi
ideje konstans szogsebességgel forog, a tranziens dra-
mok (ha voltak) lecsengtek, energidjuk a

J2/y=J-[E+(V x B)]

képletnek megfelel6en hGvé alakult vagy elektromag-
neses hullamkeént kisugarzddott, ezért az dramstirdség
ugyanagy nulla, mint a nyugvé fémgémbben. Az
elektromos mez6 azonban nem tdinik el: vy # 0 mi-
att J = 0 mellett (1) kévetkeztében

E=—-(V x B) (r<a). (3)
Ezt az elektromos mez6t meghatarozott p térfogati és
o feliileti toltésstirtiség hozza létre. A térfogati tol-
tésstirtiséget a div E = p/ey Maxwell-egyenlet, vala-
mint (3) kovetkeztében

p=—€div(V x B)
fiiggvény irja le.

A magnetosztatikibol ismeretes, hogy az egyenle-
tesen mégnesezett gdmbon belil az indukcié

B= g,qu (r <a), (a)
ezért
(V x B) = 2o (V x M),
és (2) alapjn
(V x M) = (2 x7) x M) = 5

=M -Q)r — (M-r)Q.

Vegyiik most figyelembe, hogy M és © parhuza-
mos konstans vektorok és a divergencia Descartes-
koordinatakban felirt képlete szerint divr = 3, vala-
mint

div((M - 7)) = MQ.

Mindezek alapjan

div(V x M) = 2MQ

és

p= —geo,quQ- (7
A (4) segitségével konnyen igazolhatd, hogy a (3)
elektromos mez6 eleget tesz az allandd magneses me-
z6nél érvényes rot F = 0 Maxwell-egyenletnek is.

A feliileti toltéssiirtiséget az elektrosztatikibol is-
mert gondolatmenet alapjan irhatjuk fel. Eszerint

(8)

ahol Ef és E; az elektromos mez6 radialis (a gdmb-
feliiletre merGleges) komponense a feliilet kiilsé (+)
és belss (-) oldalan.

Az E--t az eddigi képletek alapjan kénny( kisza-
mitani. A (3) szerint

oc=e(Ef - E]), (r=a)

E,=—(V xB), =-V4B,+V,By. (9)

A B-nek azonban csak z-komponense van, amelybsl

2
B,=0 és By = —g,qu sin ¥ (10)
(térbeli polarkoordinatakban a ¢ komponens a
"szélességi korcket", a ¥ komponens pedig a "dél-
koroket" érinti és a "déli pélus" felé mutat).

A V-nek ugyanebben a koordindtarendszerben
csak p-komponense van, amely r sin9-val egyenld,
ezért a feliileten (9) szerint

- 2 . 9
E- = —ga,quQsm 9

. (r = a). (11)
Az E meghatarozasihoz a ® elektrosztatikus poten-
cialt kell ismerni a gdmbon kiviil, amelybél az elek-
tromos mezd az

E=-V3& (12)

képlettel szamithaté ki. A gbmbon kiviil a tol-
tésstirtiség zérus, ezért ¢ a homogén

VZe=0 (r>a) (13)

Laplace-egyenletnek tesz eleget. Ha az egyenlet me-
goldasat ismerjiik, akkor Ef-t az

(14)



képlettel lehet kiszamitani.
Az 1.fliggelékben megmutatjuk, hogy

1 1
<I>:—§a5,u0MQ-r—3(3cos219—1) (r > a),
(15)
ahonnan
Ef = —tapoMQBcos® 9 — 1 16
= —gomMO@e9—1).  (16)
A feliileti toltésstirtiség tehat a kovetkezd:
1
o= gaeo,quQ(l + cos? ). (17)

Nem nehéz belatni, hogy a teljes feliileti t6ltés pon-
tosan kompenzalja a teljes térfogati t6ltést.

A térfogati és a feliileti t6ltések a mégnessel egylitt
forognak és dramstrtséget hoznak létre. A térfogati
tOltés esetében példaul ez az dramstirtiség

4

AJ = pV = —§€0MOMQV. (18)
Ez a AJ nem jelenik meg az (1) Ohm-térvény ba-
loldalan, mert nem elektromos mezs8, hanem a forgés
hozza létre. A rot AB = pgAJ Maxwell-egyenleten
keresztiil azonban létrehoz valamekkora A B mezst,
amelyet figyelembe kell venni (1) jobboldalan ugy,
hogy B-hez hozzdadjuk. Ez a korrekci6 természete-
sen (3) jobboldalan is megjelenik, de — mint mind-
jart latni fogjuk, — elhanyagolhatéan kis jarulékot
ad E-hez.

A AB becslésénél abboél indulhatunk ki, hogy a
rot AB = ppAJ egyenlet szerint a fizikai és a geomet-
riai dimenziok figyelembevételével |[AB| ~ apo| AJ|
(a ~ jel "nagysagrendileg egyenl6t" jelent), ezért a
korrekci6 relativ nagysagrendje (18) és (4) figyelem-
bevételével a kovetkezd:

60/.110MQV o aQV V_2
M T & 2’

AB a
B H

Ez a korrekcié valéban rendkiviil kicsi, akir labo-
ratériumban forgd magnesrsl, akar égitestrél legyen
is sz6, ezért a tovibbiakban seholsem vessziik figye-
lembe. Ugyanezen okb6l hagyjuk figyelmen kiviil

azokat az (1—V?/c?)'/? faktorokat is, amelyek a rela-
tivitaselmélet szerint a képleteink bizonyos tagjaiban
megjelennének.

A magneshez rogzitett kontiar

Vegyiik most figyelembe az L vezetst is és tegyiik
fel, hogy rogzitve van a magneshez (w = ©2). Ha a
kontdr nem forogna, a benne 1étrejévé elektromotoros

erét az
15':/ E-d
L

képlettel kellene kiszamitani. Mozgo kontdr esetében
azonban figyelembe kell venni a mozgas altal magne-
sesen indukalt elektromotoros er6t is:
5:/[E+(V><B)] -dl. (19)
L
Az integral kiszdmitasanal a kontirt a koordinata-
rendszeriinkben nyugvonak kell tekinteni, mert a
mozg4s hatasat a masodik tag mar tartalmazza.!
A (19) képlet az € elektromotoros er6t két tag, az

562/ /(V><B)-

£ c
dl magneses (vagy mozgasi) komponens Gsszegeként

allitja el6.

Az elektromos komponens eredete a forgd magnes
elektromos polarizacidja, ezért ez az elektromotoros
er$ potencilkiilonbségként is kifejezhets:

E - dl elektromos és az &, =

ge - (PB - QAa (20)

és nyilvan nem fiigg a kontur alakjatol (fix végpontok
mellett).

A konturfliggetlenség azonban az £,,-re is érvényes,
mert barmilyen zart konttrra

7{(V><B)-dl:0.

A Stokes-tétel alapjan ugyanis

(21)

7{(V><B)-dl:/ rot(V x B) - n d,
P

IEz a szamit4si méd akkor jogos, ha a kontar elmozdulasa
elhanyagolhat6, mialatt a fény (az elektromagneses gerjesztés)
keresztiilhalad a rendszeren. A fizikai feladatok, amelyeket
szem el6tt tartunk, nem igényelnek ennél nagyobb pontossa-
got.



ahol ¥ a kontur altal kifeszitett feliilet, n pedig X
normalvektora. A 2.fiiggelékben megmutatjuk, hogy
egész térben (a magnesen kiviil is!)

rot(V x B) =0, (22)
ezért (21) valéban igaz és &, fiiggetlen az £ konkrét
alakjatol.

Mivel ugyanez érvényes E.-re is, az £ elektromo-
toros erd kiszamitasanal a kontart tetszésilink szerint
valaszthatjuk meg. Valasszuk ngy, hogy teljes egé-
szében a méagnesen beliil haladjon. A (3) kévetkezté-
ben egy ilyen kontiron (19) integrandusa végig zérus,
ezért minden olyan linearis vezet&ben, amely a még-
nessel egyiitt forog és végpontjai a méagnes feliiletén
vannak, az £ elektromotoros erg nullaval egyenld.

Az unipolaris indukci6

Amikor az £ vezets forog a magneshez képest (w #
), a benne létrejovs elektromotoros eré ugyanigy
két részbdl all, mint az egylittmozgd vezets esetében.
Az &, elektromos Gsszetevt a magnesben indukilé-
dott toltések okozzak, ezért (20) ebben az esetben is
érvényes. A &4 és a Pg (15)-b6l szamithato ki. Az
A-ban ¥ = 0°, a B-ben ¢ = 90° és mindkét esetben
r = a, ezért

L,
Ee:<I>B—<I>A:§a o MQQL. (23)
Az el6z6 pontban 1attuk, hogy egyilittforgaskor &, =
—&. Ez az elektromotoros er a kontir pontjainak
a sebességétdl fligg a valasztott inerciarendszerben és
egylittforgas esetén 2-val ardnyos. Nyilvanvals, hogy
amikor a kontur fiiggetleniil forog, &£,,-t ugy kapjuk
meg, hogy (23) negativjaban -t w-ra cseréljiik fel:
L,
Em = —30 poMw. (24)
A konturban létrejéve elektromotoros ers tehat a ko-
vetkezs:

E= %aQ,qu(Q —w). (25)

A cstsz6 kontaktusok révén L zarédik az elektro-
mosan vezeté magnesen keresztiil, ezért a kontirban
létre fog jonni valamilyen 4ram.

A szimmetriatengelye koriil forgé magnes a nyugvd
(w = 0) konturban is létrehoz elektromotoros erét
és dramot. Ennek a jelenségnek, amely kiilonésen
paradoxilis, mert nem magyarazhaté sem az induk-
ci6 torvényével (hiszen a mégneses mezd idében 4l-
lando), sem mozgasi indukcidként (hiszen a vezets
nyugszik), kiilon nevet adtak. Ez az unipoldris in-
dukcio, amely teljes egészében a méagnes elektromos
polarizici6éjabol szarmazéd £.-nek kdszonheti a létét,
és a nagysigat gbmbmaéagnes esetében a (23) képlet
hatarozza meg.

A (25) szerint a vezetGben létrej6vé elektromotoros
er$ nagysaga a vezets és a magnes relativ forgasatol
fiigg. FEz azért nagyon meglepd, mert a mechanikiban
a forgas abszolat: egy forgd deforméalhaté gémb for-
gasi ellipszoidda valik és ez a deforméacio az abszolat
forgas jele, mert a gombbel egylitt forgd rendszerben
is észlelhetd.

Az elektrodinamikiban sincs méasképp. A forgd
méagnes elektromos polarizaltsaga éppugy objektiv je-
lenség (abszolut), mint a forgd gomb deformacicja és
egyértelmtien bizonyitja, hogy nem a kontiur forog,
hanem a mégnes. Erdekes, hogy specidlisan a kontir-
ban keletkezd elektromotoros erd szempontjdbol csak
a relativ forgas szdmit. De ez is csak akkor van igy,
amikor a magnes vezeti az elektromossagot. Szigetels
anyagbol késziilt magnesre (25) nem érvényes, ekkor
€ méir nemcsak az () és az w kiilonbségétdl fiigg. A
kévetkez6 pontban ezt a kérdést vizsgaljuk.

A forgé szigetelS magnes

Tegylik fel, hogy gémbmégnesiink nem vezeti az
elektromossagot (v = 0), de elektromosan polarizal-
haté (e > €g). Stacionér rezsimben ekkor sem folynak
aramok benne, ezért (1) baloldala most is nulla, de
v = 0 kivetkeztében ebbdl most nem kévetkezik a (3)
Osszefiiggés.

Az (1) jobboldalan a ~-t szorz6 E+(V x B) kifeje-
z€és most nem aramot, hanem elektromos polarizicidt
hoz létre a

P=xe[E+(V xB)]=PY+P®  (26)
képlet alapjan (x az elektromos szuszceptibilitas),
amelyben pY = xeoF a sztatikusan, P®



xeo(V x B) pedig a magnesesen indukalt dielektro-
mos polarizacib.

Ez azonban még nem a teljes elektromos pola-
rizaci6, mert figyelembe kell venni, hogy a kérpéa-
lydn mozg6 elemi méagneses dip6lusok a mozgasuk
kévetkeztében elektromos dipélusnyomatékra tesznek
szert, és ezért létrején egy harmadik,

P® = euo(V x M) (27)

polarizacios jarulék is.

Az elemi méagneses dipblusok azért tesznek szert
erre az elektromos dipdlusnyomatékra, hogy az az
elemi d€ elektromotoros erd, amely egy (inerciarends-
zerben nyugvo) dl vezet6darabban egy hozza képest
egyenletes egyenesvonalti mozgast végz6 m magne-
ses dipo6lus hatasara létrejon, csak a relativ sebesség-
t6l fiiggjon: abban az esetben is legyen ugyanakkora,
amikor a dip6lus nyugszik és a vezetGdarab mozog
ugyanazzal a sebességgel ellentétes iranyban.

Amikor a vezetGdarab mozog, d€ = (v x B) - dl.
Amikor nyugszik ilyen jarulék nem lép fel, de a ve-
zetGdarab helyén a tavolodé (vagy kozeleds) dipblus
id6ben valtoz6 magneses tere elektromos mezét hoz
létre, amelyhez E - dl elektromotoros erd tartozik.
A szamitas azonban azt mutatja, hogy F - dl # d€.
Egyenl6séget csak akkor kapunk, ha figyelembe vess-
zlik, hogy a —v sebességgel mozgd magneses dipdlus-
nak eo,uo((—'u) x m) elektromos dipélusnyomatéka,
van, amelynek a dipoélustere szintén jarulékot ad az
elektromotoros erghoz.

Mindh4rom polarizaci6 a

képletnek megfelel6 toltésstirtiséget hoz létre. A
képlet ebben a forméjiban csak a térfogati tol-
tésstirtiségre érvényes, de a Gauss-tétel segitségével
leszarmaztathato belGle a feliileti toltéssiirtiségekre
vonatkoz6

0;=P9  (r=a, i=1,2,3) (29)

Osszefliggés: A fellileti tOltéssiirtiség a polarizicios
vektor normél komponensével egyenld a feliilet belsG
oldalan.

Az els6 Maxwell-egyenlet szerint

diveg B = p1 + p2 + ps3.

Célszerii bevezetni a
D =E + PY
eltolasi vektort, amellyel ez az egyenlet

divD = ps + ps (30)
alakra hozhat6. FEzzel a problémat standard elek-
trosztatikal feladatts alakitottuk: Egy e dielektro-
mos 4&lland6ji homogén gdémbre (ps + ps3) térfogati
és (o9 + o3) feliileti toltésstriiséget viszlink ra. Meg-
hatarozandé a gémb elektrosztatikus potencialja.

A xeo = (€ — €) valamint (4) kovetkeztében

P2 4L pBd — %(26-1- €0)(V X pro M),

a (6) felhasznalasaval pedig

p2 + ps = —div(P® + P®) =
2 (31)
= —§(2€ + €o) o M.

Ez keriil (30) jobboldalara. A feliileti toltésstrtisége-
kre hasonlé médon a

1
oy + 03 =P% 4+ PO = 5(26 + e0)(V X poM),

képletet kapjuk. Az (5), valamint (r- M) = rM cosd
és Q, = Q cos ¥ kdvetkeztében flymodon

1
o9+ 03 = 5(26 + €0)auoMQ sin? 9. (32)
Az elektrosztatikiban szokasos eljarast kovetve D-
t e forméaban irjuk fel és az E = — V& Gsszefliggés-
sel attérlink a potenciélra, amelyre (30)-bol a

Lt ps) (r<a)

0 (r>a)

AD = (33)

egyenletet kapjuk.
A feliileti toltésstrtiség hatasat a

D+—DT_:0'2+0'3

r



hatarfeltétellel kell figyelembe venni (D1 és D™ az
eltolasi vektor a feliilet kiilsG és bels6 oldalan). A
potencidlon keresztiil kifejezve ez az egyenlet

0%, + 664)_
et L T
" or or
(P4 és &_ a potencial a gombon kiviil és beliil).
A (33) egyenlet megoldasat a 3.fiiggelekben vazol-
juk. Azt talaljuk, hogy

= 09 + 03. (7':0,) (34)

2e + €9

o—_ T
9(2¢ + 3¢p)

poMQ (3cos® ¥ — 1)x

r? (r<a) (35)

X 5

3 (r > a),

ezért az £ elektromotoros erd dielektromos polariza-
ciobdl szarmazéd jaruléka

2e + €9

£, =Fp—By = O
¢ B A 3(2e + 3¢p)

a’ueMQ. (36)
A mozgasbol szarmazéd jarulék most is (24), igy a
teljes elektromotoros eré a kdvetkezs:

1 2¢ + ¢
E=_ad’uM | ———Q — .
3(1 po (26+3€0 w)

Ez az elektromotoros er6 mar nemcsak a kontir és
a magnes relativ forgasatol fligg. Stacionér dramot
természetesen nem hoz létre, mert a magnes, amelyen
keresztiil £ zar6dhatna, szigetel6. Az A és a (gémbon
cstsz6) B pont k6zotti fesziiltséget azonban meg lehet
mérni.

A (37)-b6l € — oo-nél visszakapjuk a fémgémb-
ben érvényes (25) képletet annak kdvetkeztében, hogy
a féemek végteleniil kénnyen polarizalhatok. Ha a (37)
levezetése soran végig figyelemmel kisérjiik a pP® po-
larizaciobol szarmazéd jarulékot, a (36) szamlaléjat
[2(6 —€) + 360] alakban kapjuk meg, amelyben a

(37)

3eo szarmazik P®)-bol. Mivel ez a tag nem aranyos
e-nal, az € —» 0o limeszbdl kiesik.

Azt jelenti ez, hogy az elektromosan vezets forgd
mégnesben az elemi magneses dip6lusok nem tesz-
nek szert elektromos dipélusnyomatékra? Egyal-
talan nem. A (3) mutatja, hogy elektromosan vezets

méagnesben a forgis kozvetleniil az elektromos mezst
hatarozza meg, és nincs sziikség ra, hogy ebben a me-
z6ben szétvalasszuk a vezetési elektronok és a moz-
gas altal indukalt elektromos dip6lusok jarulékas. A
szabad t6ltések még akkor is kialakitanak a (3) 4ltal
megkovetelt elektromos mez6t, ha a mozgas torténe-
tesen nem hozna létre elektromos dip6lusokat. Szige-
telében azonban a polarizacioés vektorok azok, ame-
lyeket a forgas kbzvetleniil meghatéroz, ezért ebben
az esetben minden lehetséges polarizicids jarulékot
explicite figyelembe kell venni.

Az elektromotoros er$ akkor sem nulla, amikor a
magnes nem vezetl az dramot (y = 0) és nem is po-
larizalhato (e = €p). A (37) szerint ekkor ugyanis

1, 3
== -0 - .
& 3A oM (5 w)

Ez az £ teljes egészében annak az elektromos dip6lus-
nyomatéknak a kovetkezménye, amelyre a magneses
dip6lusok a mozgasuk kovetkeztében tesznek szert.

A kipanyvazott Grszonda
(tethered satellite)

Az 1996 februar 23-an felbocsatott Columbia tir-
komp magaval vitt egy 1,6 méter &tmérgjd trszondat,
amelyet a NASA és az ISA (Italian Space Agency)
fejlesztett ki. Amikor az irkomp stabil palyan, kb.
90 km magasan keringett, egy csorlG segitségével a
legénység elkezdte a szondat lassan eltavolitani az
tirkomptél a Foélddel ellentétes iranyba. A szondét
az (irkomppal kabel kétotte Gssze, amellyel "ki volt
panyvazva" az tirkomphoz. A kabel az tirkomppal és
a szondéaval egyiitt a F6ld magneses terében keringett
és ennek kovetkeztében valamekkora &, mozgasi in-
dukalt elektromotoros eré keletkezett benne. A kisér-
let célja az volt, hogy mérjék meg azt az dramot, amit
ez az elektromotoros erd hoz létre, mert egyrészt ez-
zel a modszerrel elektromos energiat lehetne termelni
az tralloméasok ellatasara, méasrészt fontos adatokat
lehet nyerni az ionoszférarél. Ahhoz ugyanis, hogy a
kabelben létrejovs elektromotoros erd allanddan ara-
mot termeljen, zart Aramkort kell létrehozni és ez a
lezaras az ionoszféran keresztiil tortént. A szondan
elhelyezett elektroncsapda be tudta fogni az ionosz-



féra készalo elektronjait, az tirkompon pedig egy elek-
trongenerator ki tudott juttatni az tirbe elektronokat.

Az elektromotoros er6é nyilvin annal nagyobb,
minél hosszabb a kabel. A 1996-s kisérletben —
amely egyébként mar a masodik prébalkozas volt, —
21 kilométerre tervezték kiengedni a szondat, de 19,7
kilométernél a kabel elszakadt és a szonda odaveszett.
A kisérlet mégsem volt eredménytelen, mert a szaka-
das el6tt a kdbelben 3500 volt fesziiltség és 0,5 amper
Aram jott létre.

A Fold a sajat magneses terében forog, ezért eddigi
meggondolasaink alapjan feltételezhets, hogy a for-
gas kovetkeztében elektrosztatikus potencialja is van,
amely az &, mellett még valamekkora £, elektromo-
toros erét is létrehoz a kabelben. A nagysigrendi
becslés érdekében tegyiik fel, hogy a F6ld magja ho-
mogén permanens magnes, amely vezeti az elektro-
mossagot és a tengelye egybeesik a forgastengellyel,
a kbpeny és a légkor pedig elektromosan nem polari-
zélhat6. Egyik feltevés sem igaz, de kiindulépontnak
talan megfelel. Réviden szblva az elektromotoros eré
kénny(d kiszamithatosaga érdekében a Foldet a mag-
javal azonos sugard csupasz gdémbmaéagnessel helyet-
tesitjiik.

Az egyszeriiség kedvéért azt is feltessziik, hogy az
tirkomp a tartozékaival az Egyenlit6 sikjaban (zy sik)
kering r sugara kéron, a kabel egy Al hosszisaga
sugariranya vezet6darab, amelyen a pozitiv irdny r
novekedési irdnyaba mutat. Ekkor

A&, = (v x B), Al

A v a kabel keringési sebessége az allocsillagok-
hoz régzitett inerciarendszerben és a nagysaga wr-el
egyenl6. A B-nek csak +z irAnyt komponense van,
amely gbmbmagnes esetében

b (%)

nagysagi, ahol a, a mag sugara. Igy

1 al
A& = +3HoMw e Al

Mivel (v x B) az r novekedési iranyaba mutat, ez
az elektromotoros er§ pozitiv irdnya és a kibelben

a szondatol az trkomp felé irdnyuld elektroniramot
hoz létre. Masrészt

A€, =E, Al = _8_4) Al,
or

amelyet a ¢ = 90° sikban kell kiszamitani. A (15)
szerint

1 al
A&, = - peMQ—= Al
3 rt

Ez a A€, koriilbeliil két nagysagrenddel kisebb, mint
AE,,, mert

A& | (%)2 Q2

A&, \r/ w

és a./r = 1/2, Q/w ~ 1/20. Mar ez sem elhanyagol-
hatéan kis jarulék, de ha a keringés az egyenlitG-sik
helyett (az allocsillagokhoz rogzitett) délkor mentén
térténik, akkor A&, = 0 (mert v x B mergleges a
radialis iranyra) és csak A, ad jarulékot a kabelben
létrejove elektromotoros er6hoz.

Az ionoszféra azonban, amely — mint lattuk —
nélkiilézhetetlen az elektromotoros ers észleléséhez,
teljesen learnyékolhatja a Fold forgasi polariza-
ci6jabol szarmazoé elektrosztatikus potencialjat. A
Fold réteges szerkezetét figyelembe lehetne venni
pontosabban is, de valbszint, hogy az ionoszféra
hatasa az, ami a leglényegesebb. Mindenesetre ér-
dekes lenne Osszehasonlitani kiilonb6z6 hajlasszogt
palyakon az elektromotoros eré nagysagat és idGbeli
valtozasait, mert ebbdl esetleg kivetkeztetni lehetne
a Fold elektromos polarizaltsigara.

1.Fiiggelék

A (13) egyenletnek az a > r kiils§ tartoméanyban
keressiik az olyan megoldasat, amely toltetlen gom-
bt ir le (a potencidl 1/r-nél gyorsabban tart zérus-
hoz) és a gombfeliileten az elektromos mez6 tangen-
cialis komponense megegyezik a (3) bels6 tér tangen-
cialis komponensével. Mivel bizonyosan van feliileti
toltésstirtiség, amely a térfogati toltést kompenzélja,
ezért E normal komponensének r = a-nal nem lesz
folytonos.

A feladat tengelyszimmetridja miatt az E, tangen-
cialis komponens zérus, csak az

1 0%

Bo=--2_
T T4 99,



kiilénbozik zérustol, amely (3) szerint a kovetkez:
Es=—(V x B)g = —V,B, + V,B,.

A masodik tag mindkét tényezsje zérus, az elsG tag-
ban pedig

2
Vo = Qrsind, B, = g,qu cos ¥,
ezért, 1 98 5
o . = g,quQasinﬂcosﬂ. (38)

A (13)-nak az a tengelyszimmetrikus megoldésa,
amely ennek a feltételnek eleget tesz és a végtelen-
ben zérushoz tart a kévetkezs:

A A 2
B(r,9) = r—3P2(cosﬂ) = ﬁ(?’ cos® ¥—1) (r > a).
(39)
A Py(cos¥) a 2-ik Legendre-polinom, a A pedig egy
konstans, amelyre (38)-bol a

A= —§a5,u0MQ

kifejezést talaljuk. Ezt (39)-be irva kapjuk a (15)
megoldast.

2.Fiiggelék

P

A vektorszorzat rotacidéjara vonatkozo Osszefiiggés
alapjan

rot(V xB) = (B-V)V—(V-V)B+V div B-BdivV.

A harmadik tag divB = 0, a negyedik divV = 0
miatt zérus, ezért Descartes koordinatakban, ahol
V = (0z,04,0;), a rot(V x B) j-ik komponense a
kévetkezs:
I'Otj(V X B) = Blal‘/] - VZBZB] (40)
Itt és az alabb kovetkezd képletekben egy szorzatban
kétszer elGfordulé azonos indexre Gsszegzés értendd
(pl. B;6; = By0, + B0, + B,0,).
Vegylik most figyelembe (2)-t. A vektors-
zorzat komponenseire hasznéljuk a Descartes-
koordinatdkban érvényes (2 X r); = €502

képletet, amelyben (z1,%2,23) = (2,y, 2), €5 pedig
a teljesen antiszimmetrikus tenzor (e-szimbolum)?.
Ezt (40)-ben kihasznalva a

I‘Otj(V X B) = ijlBiai(Qk.’L'l) - Giklﬂk.’lilaiBj

egyenléségre jutunk. Mivel az Aramsiiriség min-
deniitt zérus, a B rotaciémentes, azaz 6;B; = 0;B;,
ezért,

I‘Otj(V x B) = ijlBiai(Qk.’L'l) - eiklﬂkxlajBi.
Az elsG tagban

a.’L’l
9;(Q =0 —,
i (Qrzi) = Qp o2,
ami ¢ = [-nél g-val, i # [-nél pedig nullaval egyenld
(8;x1 a 05 Kronecker-szimbélummal egyenls). Ennek
kovetkeztében

rOtj(V X B) = fjkiBiQk - GiklﬂkmlajBi.

A maésodik tagban ellentétes irdnya Atalakitast vég-
ziink: £0;B; = 3j(.’L‘lBi) — §;B;. Ha ezt az
el6z6 képletbe behelyettesitjiik, és figyelembe vess-
ziik, hogy  valamint az e-szimbo6lum konstans, a

I'Otj(V X B) = —aj (eileiQk-'L'l) =+ (Ej]”' =+ eikj)BiQk

képletre jutunk. A jobboldalon az e-szimbélumok
Osszege zérus, az els§ tagban pedig a parcialis de-
rivalas jele alatt a B, €2 és az r vegyes szorzata, 4ll:

rot;(V x B) = —8;[B - (2 x r)].
A vegyes szorzat a  vektorok Descartes-
komponenseib6l képzett determinanssal egyenld.
A magnes tengelyszimmetridja miatt azonban az
r-beli B benne fekszik az €@ (a z-tengely) és az
r altal meghatarozott sftkban, ezért a determinans
zérus. Ezzel belattuk, hogy a (V' x B) vektormezs
rotacidmentes.

Ez a kovetkeztetés nemcsak gémbre érvényes, ha-
nem minden olyan tengelyszimmetrikus méagnesre,
amely a szimmetriatengelye koriil forog. A forgo

2k = +1 vagy — 1 attol fiigg6en, hogy ijk az 123 paros
vagy pératlan permuticidja. Ha az ijk indexek kdzdtt van
egyforma, a szimbdélum értéke zérus.



Faraday-korongban példaul akkor is létrején 4ram, ha,
nincs kiils6 méigneses tér, viszont a korong maga a for-
gastengellyel parhuzamosan mégnesezve van. Ami-
kor azonban a tengelyszimmetria sériil, lesznek olyan
adott r helyzetvektori pontok, amelyek valtakozva
keriilnek a mégnesen kiviilre és beliilre. A targyala-
sunk az ilyen esetekre nem vonatkozik.

3.Fiiggelék

A (33) olyan megoldasat keressiik, amely min-
deniitt véges, r = a-ban folytonos és eleget tesz (34)-
nek. A (32) ¢ fliggése sugallja, hogy a megoldast

A
&_ = Ar®Py(cos?) + f(r) = 57"2(3 cos® ¥ — 1) + f(r)
B B
b, = 7.—3P2(cosﬂ) = ﬁ(?’ cos? ¥ — 1)

alakban keressiik, ahol A és B konstansok, f(r) pedig

| we3g(9

r2 dr dr

egyenlet partikuldris megoldasa, amelyet ® folyto-
nossaga miatt ugy kell megvalasztani, hogy f(a)
legyen nulla:

- =t (D)

Af =

_pP2tps

o (a® —r?).

f(r)

A folytonossag miatt B = Aa®, tehat

A

®_ = _r?(3cos’¥ —1) + P2 ¥ ps (a® —r?)
2 6e
a®A 9

@4_: W(:‘;COS 19—1)

A (34) jobboldalat (32) figyelembe vételével célszerd
1
o9 +03 = §(2€ + €0)apo M2 — (3cos® ¥ — 1)]
alakban felirni. Ekkor (34) a kévetkez6:
3 9 9 1
€0 - iaA(?) cos’ ¥ — 1) + eaA(3cos’ 9 — 1) — g(pg + ps3)

= %(26 + eg)apo M2 — (3 cos® ¥ — 1)]
(42)

A (3cos? ¥ — 1)-t nem tartalmazo6 tagok (31) figye-
lembe vételével kiejtik egyméast, a maradék egyenlet-
bdl pedig A-ra az

2 2+4¢

A=——.
9 26+360'u0

kifejezést kapjuk, amelybdl kovetkezik (35).
Megjegyezziik, hogy (42)-b6l azért estek ki a
P;(cos¥)-t nem tartalmazé tagok, mert a gdémb t6l-
tetlen: Az (28) és a (29) kovetkeztében mindharom
tipusa térfogati és feliileti t6ltés kiilén-kiilén kom-
penzilédik. Ha nem lenne ilyen kompenzacio, ak-
kor ®,-hoz hozza kellene még adni egy C/r jarulé-
kot is, amelyben C aranyos a gomb () toltésével:

C= Q/47T€0.

a =



