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ióhoz.A γ(V ) interpretálását id®dilatá
ióként az 1.2 szakasz utolsó bekezdése tar-talmazza. Ez túl tömörnek t¶nik, ezért részletezzük.
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Mindegy

1.ábraA T/T0-ra a newtoni �zika alapján két különböz® értéket kaptunk attólfügg®en, hogy a vev® vagy az adó nyugszik. Az 1.ábrán ezeket a T/T0 tengelybaloldalán tüntettük fel. A γ(V ) bevezetésével a kett®t egyetlen közös értékreredukáltuk, amely a tengely jobboldalán szerepel. A felrajzolásnál kihasználtuk,
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> (1 + V/c) > 1,amit γ2(V ) · (1 + V/c) > γ(V ) · (1 + V/c) > (1 + V/c) > 1 alakban is írhatunk.Tegyük fel, hogy Adó és Vev® � két kísérletez® �zikus � 
sak a newtoni�zikát ismeri és ellen®rizni akarja a Doppler-e�ektus képleteit. Hallgassuk meg,hogyan tárgyalnak egymással mobiltelefonon:V: Te Adó! Abban állapodtunk meg, hogy pontosan T0 = 1 másodper
enkéntindítod a jeleket. A sebességed ismeretében a T = T0(1 + V/c) képlet szerintakkor nekem 1.2 másodper
enként kellene észlelnem ®ket. De ritkábban jönnek,1.3 másodper
enként.A: Pedig én mindig pontosan akkor indítok el egy jelet, amikor az el®ttemálló óra másodper
mutatója egyet ugrik.V: Biztos, hogy pontos az órád?A: Egészen biztos. Vannak itt nálam kvar
órák, s®t atomórák is, mindszinkronban járnak az el®ttem álló órával. S®t, az én pulzusom olyan, hogymindig 60-t ver per
enként. Ezzel is szinkronban vagyok.V: H¶ha! Akkor nálad az id® lassabban telik, mint nálam. Biztosan azért,mert mozogsz. De persze ezt Te magad nem veszed észre.A: Nem én mozgok, hanem Te! Várj 
sak, én is kiszámítom a T = T0/(1 −

V/c) képlet alapján, hogy milyen id®közönként kell észlelned a jeleimet. Nekem1.5 másodper
 jön ki. De akkor a Te órád is lassabban jár a kelleténél, hiszenállításod szerint két egymás utáni jel között nálad 
sak 1.3 másodper
 telik el.Jól méred az id®t?V: Hát persze, én is felszerelkeztem mindenféle id®mér® alkalmatossággal.A: Akkor hát az id® nálad is lassabban telik, mint nálam. Biztosan azért,mert mozogsz.V: Várj 
sak. Nálam is van egy adó, meg nálad is egy vev®. Helyezzük
sak üzembe ®ket!... Most elkezdek jeleket küldeni feléd pontosan 1 másod-per
enként. Milyen id®közönként észleled ®ket?A: Nahát! Nálam is 1.3 másodper
 telik a Te jeleid között, ugyanúgy,mint nálad az én jeleim között. Akkor hát hibásan tanították nekünk, hogya Doppler-e�ektus szempontjából nem mindegy, hogy az adó vagy a vev® mo-zog, hiszen azt tapasztaljuk, hogy ez teljesen közömbös, és 
sak a relatív mozgásszámít!Ez a naív kis beszélgetés történetileg persze egyáltalán nem realisztikus.Einstein el®tt úgy gondolták, hogy a fény a nyugvó éterhez képest terjed min-den irányban azonos sebességgel, és a Doppler-e�ektusra vonatkozó két képletazért különbözik egymástól, mert az els® esetben a vev®, a másodikban az adónyugszik az éterhez képest. Ugyanezek a képletek érvényesek az akusztikában, haaz étert a hangterjedés közegével, a c-t pedig a hangsebességgel helyettesítjük.Az optikában a két képlet 
sak akkor mond ellent egymásnak, amikor abbóla feltevésb®l indulunk ki, hogy az iner
iarendszerek egyenérték¶ek, és ezért a



3fény mindegyikben ugyanazzal a c sebességgel terjed minden irányban. Ein-stein ebb®l indult ki, és erre a helyzetre vonatkozik a fenti párbeszéd.A relativisztikus tömegnövekedéshez.Vet® Balázs kolléga (ELTE) felhívta a �gyelmemet a Berkeley Physi
s Coursemásodik kötetére (Ele
tri
ity and Magnetism), amelyben a szerz® E. M. Pur
ella következ® gondolatkísérlettel véli igazolni, hogy a tömegnövekedés valóságosjelenség.

M

M

M

M2.ábraEgy dobozban rögzített tengely körül tud forogni egy súlyzó, amelynek végéna két golyó tömege M -mel egyenl®, az ®ket összeköt® rúd tömege pedig el-hanyagolható. A baloldali ábrán a súlyzó nyugalomban van, a jobboldalin egyen-letesen forog, ezért ezen az ábrán a golyók tömege valójában az M/
√

1− V 2/c2mozgási tömeggel egyenl®, tehát nagyobb, mint M . Ennek következtében a forgósúlyzót tartalmazó doboz súlyosabb, ezt mutatja a felfüggeszt® rugó nagyobbmegnyúlása. A súlykülönbséget okozó tömegkülönbség
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√

1− V 2/c2
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 (∗)-mel egyenl®, ahol V a súlyzó végén lév® tömegek sebessége. Pur
ell szerint ez agondolatkísérlet igazolja, hogy a mozgás következtében fellép® tömegnövekedésvalóságos jelenség, mert mérhet® következménye van.A relativitáselmélet szerint a (∗) tömegkülönbségnek negfelel® súlykülönbségvalóban fellép a két doboz között. A korrekt értelmezés azonban az, hogy (1.9.3)



4�gyelembevételével a (∗) kifejezés 2K/c2-tel egyenl®, amelyben 2K a golyókmozgási energiája. Ezzel a mozgási energiával n® meg a doboz bels® energiája,amikor a súlyzót forgásba hozzuk, ezért lesz a doboz tömegváltozása 2K/c2. Ezta tömegváltozást jelzi a doboz súlynövekedése, amely a rugó megnyúlását okozza.A súlynövekedést mindkét interpretá
ió szerint a (∗) tömegnövekedés okozzaés ebb®l az a benyomás alakulhat ki, hogy 
supán beszédmód kérdése, hogya súlynövekedést a két mozgó golyó, vagy a nyugvó doboz tömegnövekedése-ként értelmezzük. A gondolatkísérlet alábbi változata azonban egyértelm¶enbizonyítja, hogy 
sak a második értelmezés fogadható el.Vegyük �gyelembe, hogy a súrlódás következtében a súlyzó forgása lassul ésegy id® után meg is sz¶nik, és tegyük fel, hogy a doboz falai h®szigetel®k. Adoboz bels® energiája ekkor a forgás fokozatos megsz¶nése ellenére változatlanul
2K-val marad egyenl®, 
sak a formája változik: A súlyzó rendezett mozgásienergiájából a h®mozgás energiájába megy át. A doboz súlya se változik, merta tömege továbbra is 2K/c2-tel lesz egyenl®. Ha azonban a súlynövekedést agolyók mozgási tömege okozná, a súlytöbbletnek meg kellene sz¶nnie.Erre lehetne azt válaszolni, hogy a h®mozgás növekedése következtében amolekulák sebessége megn®, és a molekulák mozgási tömegének a megnövekedésefenntartja a súlytöbbletet. Ebb®l az érvelésb®l azonban legfeljebb annyi követ-kezik, hogy a molekulák mozgási tömege okoz valamilyen súlytöbbletet, de aznem, hogy ez a súlytöbblet egyenl® azzal, amit a súlyzó forgása okoz (ld. a 12.lábjegyzetet a könyv 51. oldalán). Könny¶ továbbá úgy módosítani a gondo-latkísérletet, hogy a h®mozgásnak egyáltalán ne legyen szerepe.
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M

3.ábraA dobozban egy M tömeg¶ ko
ka vízszintes rezgéseket tud végezni egy (súr-lódásmentes) asztalon. A baloldali ábrán a ko
ka nyugszik, mert a két rugómegnyúlása egyforma. A jobboldali ábrán rezeg � mondjuk � ν frekven
iával.A mozgó ko
kát tartalmazó doboz súlya nagyobb, a tömegkülönbséget az
M

√

1− V 2/c2
−M (∗∗)



5képlet adja meg, amelyben V a ko
ka sebessége a szimmetriapontban (vagyisa maximális sebesség). Egy perióduson belül a ko
ka kétszer veszi fel ezt asebességet, kétszer pedig nyugalomba kerül. Ezért ha a súlynövekedés a ko
kasebességéb®l adódó tömegváltozás következménye lenne, akkor a doboznak 2νfrekven
iával kellene le-föl ingadoznia. A relativitáselmélet szerint azonban ilyeningadozás nem lép fel. A doboz tömegének a megváltozását ugyanis az osz
il-látor teljes energiájának a megváltozása okozza, amely id®ben állandó, mertbeleszámít a rugókban felhalmozott rugalmas energia is1. A (∗∗) nem más,mint ez a konstans energia-megváltozás, osztva a fénysebesség négyzetével.Hogyan került be a �zikába az az elképzelés, hogy a tömeg esetleg függheta sebességt®l? Az 1880-as évek elején J. J. Thomson kezdte el alkalmazni aMaxwell-egyenleteket az anyag tulajdonságainak a vizsgálatára. A kutatásnak,amelybe sokan bekap
solódtak, az egyik fontos következtetése az volt, hogyegy mozgó töltés elektromágneses terében annál nagyobb térenergia van felhal-mozva, minél gyorsabban mozog a test, és ez arra vezet, hogy egy töltött testetannál nehezebb gyorsítani, minél nagyobb a sebessége. Hamar szokásossá váltezt az eredményt úgy fogalmazni, hogy a töltött testek tömege n® a sebességgel(noha valójában nem a tömeg, hanem a térenergia n®tt meg). A XIX. századutolsó éveiben J. Larmor és W. Wien mondta ki azt a hipotézist, hogy mivel azanyag elektromosan töltött alkotórészekb®l áll, a tömeg (az elektromosan sem-leges testek tömege is!) esetleg tisztán az elektromágneses térenergia hatásánaka megnyilvánulása (a tömeg elektromágneses elmélete).W. Kaufmann kísérleteit ezek az elképzelések inspirálták. A kísérletek iga-zolták, hogy az elektronokat annál nehezebb gyorsítani, minél nagyobb a se-bességük, és a már megszokott (hibás) szóhasználattal ezt tömegnövekedéskéntfogták fel. A tömeg elektromágneses elméletér®l azonban hamar kiderült, hogynem tartható, mert az elektromágneses köl
sönhatás önmagában nem tud stabilanyagot létrehozni, a relativitáselmélet viszont természetes magyarázatot kínálKaufmann eredményeire. Ez a magyarázat nem a tömegnövekedésen, hanemaz id®dilatá
ión alapul. Ennek ellenére ma is sokan gondolják úgy, hogy arelativitáselmélet tömegnövekedésre vezeti vissza azt, hogy a gyorsan mozgóelektronokat nehezebb tovább gyorsítani, mint a lassan mozgókat.A helyzetet még bonyolítja, hogy az E = mc2 képletet, amely kizárólaga nyugalmi energiára vonatkozik, teljesen alaptalanul alkalmazni kezdték az
mc2/

√

1− v2/c2 teljes energiára is és ebb®l is azt a (téves) következtetést von-ták le, hogy a mozgás növeli a testek tömegét. Ez azzal az eredménnyel járt,hogy az E = mc2 képlet eredeti levezetési módja, amelyet az 1.10 szakaszbanismertettünk, kihullott a �zikus köztudatból (de talán nem is volt ott soha), ésaz a benyomás keletkezett, hogy ez az összefüggés ugyanazt fejezi ki, mint a re-lativisztikus mozgásegyenlet: Minél gyorsabban mozog egy test, annál nehezebb1A felfüggeszt® rugók energiájához társuló tömeg megzavarja a dobozok bels® energájá-nak különbségéb®l származó tömegkülönbség pontos meghatározását. Ha azonban a baloldalidobozra addig helyezünk súlyokat, amíg a baloldali rugó megnyúlása meg nem egyezik ajobboldaliéval, a kiegyenlítéshez szükséges súly pontosan megegyezik a dobozok súlykülönb-ségével.



6tovább gyorsítani. Ez a körülmény nehezítette a képlet valódi jelentésének a fel-ismerését, mert úgy látszott, hogy 
supán átfogalmazása annak, amit a tömeg-növekedésr®l már Einstein el®tt is gondoltak. Err®l a félreértésr®l árulkodik az afur
saság, hogy annak, aki a forgó golyókat tartalmazó doboz példáját kitaláltaa mozgási tömeg realitásának a demonstrálására, nem jutott azonnal eszébe azellenpélda is, az osz
illáló tömeget tartalmazó doboz.Pedig az E = mc2 képletnek valójában semmiféle el®zménye sem volt. Sohasenkise gondolt arra, hogy ha egy dobozban egy rugót megfeszítünk, ezzelnöveljük a doboz tömegét. És a relativitáselmélet megjelenését megel®z® év-tizedben az sem jutott eszébe senkinek, hogy a radioaktív h® energiáját atömeg 
sökkenése fedezi. Ez utóbbi következtetés els® ízben a "Függ-e a testektehetetlensége az energiatartalmuktól" 
ím¶ Einstein-
ikk végén jelent meg 1905szeptemberében.A tömegmegmaradásról.Az E = mc2 képlet a testek bels® energiáját kap
solja össze a tömegükkel.Mivel a bels® energia külön nem marad meg, ezért a tömeg sem megmaradómennyiség. A bels® energia továbbá azonos a nyugvó test energiájával, ezértinvariáns mennyiség (nem egy négyesvektor null-komponense). Ennek követ-keztében a tömeg is invariáns.A 2.19 szakaszban vizsgáltuk a Po210 −→ Pb206 + α bomlást, amelyben a
Po210, a Pb206 és az alfa-része
ske tömege M , m és µ. A tömeg nem maradmeg, mert M > m + µ. Az energia azonban megmarad:

Mc2 =
mc2

√

1− V 2/c2
+

µc2

√

1− v2/c2
, (∗)ahol V az ólom-mag, v pedig az alfa-része
ske sebessége. Ha c2-tel egyszer¶sítünkés használjuk a mozgási tömeg fogalmát, ezt az egyenl®séget értelmezhetjüktömegmegmaradásként: a Po210 tömege egyenl® a Pb206 és az alfa-része
skemozgási tömegének összegével. Azonban semmilyen el®nnyel sem jár, ha az ener-giamegmaradás tételét ezen a módon mesterkélten tömegmegmaradás alakjábanfogalmazzuk meg.A newtoni �zikában a tömeget megmaradó mennyiségnek tekintjük. Ez ad-dig jó közelítés, ameddig a testek bels® energiájának a változásai elhanyagol-hatóan ki
sik a bels® energiájukhoz viszonyítva.A tömeg és az anyag két lényegesen különböz® fogalom. A tömeg jól megha-tározott jelentéssel bíró terminus te
hni
us. Azt a paramétert jelöli, amely aNewton-egyenletekben a gyorsulást szorozza és a számértékét ezekb®l az egyen-letekb®l kiindulva (vagy súlyméréssel) lehet meghatározni. Azonban a Newton-egyenletek nem vonatkoznak minden �zikai objektumra: Az elektromágnesesmez®t például nem ®k, hanem a Maxwell-egyenletek írják le, amelyekben nin
sse gyorsulás, se tömeg. Ezek a tömeg nélküli objektumok azonban éppúgy



7léteznek, mint a tömegesek, ezért az � anyag� terminus � amely inkább �lozó-�ai, mint �zikai fogalom, mert nem létezik mérési eljárás, amellyel a mennyiségeszámszer¶síthet® � rájuk is vonatkozik.A fénysebesség mérésér®l egy irányban.E. Szabó László �A nyitott jöv® problémája" 
. könyvében (Typotex 2002)a 44-45. oldalon azt állítja, hogy �logikai lehetetlenség" a fény sebességét egyirányban megmérni a távoli órák el®zetes szinkronizálása nélkül:�Idézzük fel az egyidej¶ség standard de�ní
ióját. Jelölje A azt az eseményt,amikor az O1 meg�gyel® egy fényjelet indít el az O2 meg�gyel® felé. Legyen Baz az esemény, amikor a fényjel megérkezik O2-höz, és O2 azonnal egy másikjelet indít visszafele O1-hez, akihez ez a C térid®pontban érkezik meg (ld. azábrát). A kérdés az, hogy az O1 meg�gyel® világvonalán melyik az az esemény,amelyik egyidej¶ B-vel. Eléggé kézenfekv®, hogy ez az esemény valahol az Aés a C között van a t3 = t1 + ε(t2 − t1) id®pontban, ahol ε ∈ (0, 1). Aztgondolhatnánk, hogy ε értékét a fény oda- és visszafelé történ® terjedéséneksebessége meghatározza. Kiderül azonban, hogy ez nin
s így. A
−→c
←−c

=
ε

1− εhányadosból ε nem határozható meg, mert ennek a hányadosnak az értékenem kevésbé konven
ionális, mint magának az ε-nak az értéke. Nem lehet-séges ugyanis a fény terjedésének egyirányú sebességét megmérni az egyidej¶ségel®zetes fogalma nélkül. Ez egy egyszer¶ logikai tény, ha direkt módon a fényegyirányú terjedési sebességét akarnánk megmérni, hiszen ehhez a fényjel elin-dulásának és megérkezésének idejét kell összevetnünk. Számos olyan javaslatis volt az irodalomban, amely különböz® indirekt módszerekre vonatkozott. Ejavaslatok részletes analízise kimutatta, hogy nin
s olyan trükkös mérési eljárás,amellyel lehetséges lenne a fény egyirányú terjedési sebességét meghatároznianélkül, hogy az eljárás maga ne tételezné fel az egyidej¶ség el®zetes de�ní-
ióját."
t1

t2

t3

A

B

C

D

4.ábra



8 A 2.2 szakasz mutatja, hogy E. Szabó gondolatmenete nélkülöz mindenalapot, mert az egyirányú fénysebességet nagyon egyszer¶en meg lehet mérni,nem kell hozzá �trükkös mérési eljárás".A longitudinális és a tranzverzális tömegr®l.A tömegpont mozgásegyenleteit nem-spe
ializált er®térben a (2.18.3) képletadja meg. Ezek az egyenletek egy vektoregyenlet három komponense, ame-lyek közül az els® a mozgás pillanatnyi irányába, a második és a harmadik azerre mer®leges irányba mutató komponens. Ez a geometriai jelentés sugallja,hogy az els® egyenletben a gyorsulást szorzó tömegdimenziójú m/(1− v2/c2)3/2mennyiséget longitudinális tömegnek, a másik kett®ben pedig az m/(1− v2/c2)mennyiséget tranzverzális tömegnek nevezzük el. Ezt a konven
iót használjaEinstein az 1905-ös dolgozatában.A gyakorlatban azonban ezeket a mozgásegyenleteket szinte kizárólag elek-tromágneses térben mozgó ponttöltésekre alkalmazzák . Az egyenletek erre spe-
ializált alakját a (2.21.3) képletben írtuk fel. Mint látható, ebben a spe
iális e-setben a második és a harmadik egyenletet 
élszer¶√

1− v2/c2-vel végigszorozni.Ekkor az m/
√

1− v2/c2 mennyiség jelenik meg a gyorsulás szorzótényez®jeként,ezért a leggyakrabban ezt hívják tranzverzális tömegnek.
ct

x

e

e

f

f

P

Q

x’

ct’
c t -x =konstans

2 2 2

x -
2

c t =konstans
2 25.ábraA térid®-diagramok egy matematikai tulajdonsága.A 10.ábrán hallgatólagosan felhasználtuk a térid®-diagramok következ® tu-



9lajdonságát: A ct′-tengely és a c2t2 − x2 = konstans hiperbola P metszéspon-tjában a hiperbola ee érint®je párhuzamos az x′ tengellyel, valamint az x′-tengely és az x2 − c2t2 = konstans hiperbola Q metszéspontjában a hiperbola
ff érint®je párhuzamos a ct′ tengellyel (ld. az 5.ábrát).Amikor a vessz®s rendszer (határesetben) egybeesik a vessz®tlennel, a tételnyilvánvaló. A térid®-diagramot azonban úgy is felrajzolhatjuk, hogy nem az
I, hanem az I ' tengelyei mer®legesek egymásra, és ebb®l már sejthet®, hogy atétel valóban igaz. De formálisan sem nehéz belátni.A c2t2 − x2 = konstans egyenlet di�eren
iálja nyilván 2ct · d(ct) = 2x · dx,ezért a hiperbola iránytangese

d(ct)

dx
=

x

ct
. (∗)De a P pont a ct′ tengelyen (vagyis az x′ = 0 tengelyen) van, amelynek egyenletea vessz®tlen tengelyekhez viszonyítva x − V t = 0. Ezt kihasználhatjuk (∗)jobboldalán, ezért az ee érint® iránytangense a következ®:

d(ct)

dx

∣

∣

∣

∣

P

=
V

c
. (B)Másrészt az x′ tengely egyenlete a vessz®tlen tengelyekhez viszonyítva t−

V

c2
x =

0, ezért ennek a tengelynek a ct/x iránytangese ugyan
sak V/c-vel egyenl®,ahonnan következik a tétel els® fele. A második igazolása ugyanígy történik.Az ikerparadoxon az utazó testvér néz®pontjából.A 2.12 fejezetben az ikerparadoxont az Alszeg és Felszeg között ingázó vonatpéldáján illusztráltuk. A tárgyalás megkönnyítése érdekében adjunk nevet azikreknek: Legyen Alfa az, aki végig Alszegen tartózkodik az Alszeg-Felszeg tar-tományhoz rögzített iner
iarendszerben, Béta pedig az, aki Alszegr®l Felszegreutazik és vissza. A két találkozásuk között Alfa óráján Tα, Béta óráján Tβ id®telt el. Az ikerparadoxon abban áll, hogy Tβ < Tα. Mivel Alfa nyugalmi rend-szere iner
iarendszer, Minkowski koordinátákat rögzíthetünk hozzá, feltehetjük,hogy a vasút a Minkowski-koordinátaid® szerint üzemel, és a vasútállomásokórái mindenütt ezt az id®t mutatják. Ekkor a menetrend ismeretében a (2.11.1)képlet segítségével a két id®tartamot könnyen ki lehet számítani.A 2.12 fejezetben azonban els®sorban azt vizsgáltuk, milyen �ütemben" alakulki Béta órájának a késése. Alfa iner
iarendszerében történ® leírásnál Béta min-den közbens® állomáson összehasonlítja a saját óráját a vasútállomáséval ésmegállapítja, hogy egyre jobban késik. Mire visszaér Alszegre, a késés (Tβ−Tα)-val egyenl®. Ez a késés tehát egyenletesen jön létre.Ha a vonatot tekintjük nyugvónak, akkor nem ennyire egyszer¶ a helyzet.Mint a 2.12 fejezetben láttuk, ekkor hosszabb vonatot kell elképzelnünk, mintaz Alszeg és Felszeg közötti távolság, amelyen egymástól bizonyos távolságra



10órák vannak elhelyezve. Ezek felelnek meg a vasútállomások óráinak az el®z®leírásban. A probléma az, hogy hogyan szinkronizáljuk ezeket az órákat. Erremost nin
s univerzális (kitüntetett) re
ept, mert a vonat nem iner
iarendszer.
Ta

ta

t

Tb6.ábraKét természetes lehet®séget fogunk megvizsgálni. Az els®ben a vonat óráitmég az Alszegr®l törén® elindulása el®tt az állomáson az Alszeg-Felszeg tar-tomány koordinátaidejének megfelel®en állítjuk be. Mivel a vonatot tekintjüknyugvónak, induláskor ez a tartomány indul el a vonathoz képest visszafele ésAlfa hasonlítja össze a saját órájának az állását (tα-t) az egymás után következ®vonati órák mutatóállásával (t-vel). Nyilvánvaló, hogy az ® órájának a sietésepontosan ugyanolyan fokozatossággal fog kialakulni, mint az el®z® esetben Bétaórájának a késése. Err®l nagyon könnyen meggy®zhetjük magunkat, ha azérvelést Alfa iner
iarendszerére alapozzuk. Ekkor ugyanis az egymás után Alfaórája mellett elhaladó vonati órák egyre hosszabb utat tudnak maguk mögöttés ezért egyre jobban késnek Alfa órájához képest � ami természetesen meg-fogalmazható úgy is, hogy Alfa órája folyamatosan egyre jobban siet hozzájukképest. Amikor a vonat végig egyenletes sebességgel halad és Felszegre érveazonnal elindul visszafele, a tα(t) függvényt a 6. ábrán rajzoltuk fel (a 8.ábrávalkell majd összevetni).Tanulságos lesz a vonati óráknak ezt a szinkronizálási módját összehasonlí-tani egy másikkal. Miel®tt azonban ezt megtesszük, 
élszer¶ lesz egy látszólagmesterkélt segédfeladattal foglalkozni. Tekintsünk egy I iner
iarendszert ésrögzítsünk hozzá ct, x Minkowski-koordinátákat. Mivel a koordinátarendszerválasztása önkényes, a t > 0 tartományban vezessünk be ehelyett új vessz®skoordinátákat a következ® lépésekben:1. Választunk egy önkényes U sebességet (U < c), elképzeljük a t > 0 fél-síkon az összes x = Ut + konstans pályát a konstans minden lehetséges



11értékénél és az x = konstans koordinátavonalak helyett ezeket tekintjük
x′ koordinátavonalaknak (és ezeket ábrázoljuk függ®leges egyenesekkel).2. Egy ct, x koordinátájú P pont új x′ koordinátája azzal az x koordinátávallesz egyenl®, amelynél a P -n áthaladó új koordinátavonal metszi az x-tengelyt. Képletben:

x′ = x− Ut.3. A P új t′ id®koordinátája azzal a t
√

1− U2/c2 sajátid®vel egyenl®, ameny-nyi az új koordinátavonalon a (0, t) intervallumban (vagyis a P pontig)eltelik: t′ = t
√

1− U2/c2.Ezeknek az összefüggéseknek az alapján a t > 0 tartományban a régi és az újkoordináták kap
solata a következ®:
t′ = t

√

1− U2/c2t t =
1

√

1− U2/c2
t′

x′ = x− Ut x = x′ +
U

√

1− U2/c2
t′

(∗)A 2.10 fejezetb®l tudjuk, hogy az eredeti vessz®tlen változókban a ds2 = c2dτ2in�nitezimális négyestávolság négyzetet (ívelemnégyzetet) a ds2 = c2dt2 − dx2képlet fejezi ki a koordinátákon keresztül. Most ez 
sak t < 0 lesz érvényes. A
t > 0 tartományban ebben a képletben (∗) segítségével a vessz®tlen változókatvessz®sökkel kell kifejezni. Rövid számolás után ezt a képletet kapjuk:

ds2 = c2dτ2 = c2dt′
2
− 2

U/c
√

1− U2/c2
cdt′ · dx′ − dx′2.Utolsó lépésként hagyjuk el a vessz®t és foglaljuk össze az új t, x koordinátarend-szerünket jellemez® ds2-t:

ds2 =















c2dt2 − dx2 ha t < 0

c2dt2 − 2
U/c

√

1− U2/c2
cdt · dx− dx2 ha t > 0.

(†)Ilyen tulajdonságú koordinátarendszert, mint látjuk, lehet választani I-ben, deez a választás egyáltalán nem 
élszer¶: A t > 0 tartományban ugyanis az Ivonatkoztatási rendszerünk helyzetét nem konstans x értékek jellemzik, vagyisez a koordinátarendszer nin
s I-hez rögzítve. Ezért pl. az x = vt pályán mozgótömegpont 
sak a t < 0 tartományban mozog v sebességgel I-hez képest. A
t > 0 tartományban a vonatkoztatási rendszerhez viszonyított sebességét (†)második egyenletéb®l kell kikövetkeztetni.Most térjünk vissza ikerpárunkhoz és az Alszeg és Felszeg között ingázóvonathoz. Tegyük fel, hogy a pálya végig egyenes. Képzeljük úgy, hogy a vonat



12nagyon messzir®l érkezik Alszegre, ahol nem is áll meg, és Béta már rajta ül alegels® ko
siban. Amikor a vonat megérkezik Felszegre azonnal elindul vissza.A vonat sebessége az oda- és visszaúton egyaránt a konstans V -vel egyenl®.Alfa és Béta most is kétszer találkozik egymással és feltehetjük, hogy az els®találkozáskor mindkett®jük órája ugyanannyit mutatott (mondjuk nullát). Amásodik találkozáskor Béta órája kevesebbet fog mutatni. Az Alszeg-Felszegtartomány iner
iarendszerében számolva (2.11.1) segítségével azt találjuk, hogy
Tβ = Tα

√

1− V 2/c2 < Tα.A feltételek egyszer¶sége miatt most a vonat nyugalmi rendszeréb®l is eltudjuk végezni a számítást. Azonban mindjárt az elején problémába ütközünk.A vonat nyugalmi rendszere most az oda úton is, a visszaúton is iner
iarendszer,mert egyenletes egyenesvonalú mozgást végez egy másik iner
iarendszerben.De akkor (2.11.1) a vonat nyugalmi rendszerében is alkalmazható, és mostazt kapjuk bel®le, hogy mivel Alfa az, aki mozog, az ® órája jár lassabban:
Tα

?
= Tβ

√

1− V 2/c2 < Tβ. De az nem függhet a vonatkoztatási rendszerválasztásától, hogy amikor két óra találkozik, melyik mutat többet. Hol a hiba?A válaszhoz keressük meg a vonathoz rögzített koordinátarendszert. Logikusabból kiindulni, hogy az utazás els® szakaszában a vonathoz Minkowski ko-ordinátákat rögzítünk. Tegyük fel, hogy a vonat visszafordulása ebben a ko-ordinátaid®ben a t = 0 pillanatban történik2. Ezután már ez a koordinátarend-szer nyilván nem lesz a vonathoz rögzítve. De ha az el®z® példánkban leírt ko-ordinátarendszerben az U -t alkalmasan választjuk, olyan koordinátarendszerhezjutunk, amely az oda- és visszaúton egyaránt rögzítve lesz a vonathoz. Ehhez az
U -t azzal a sebességgel kell egyenl®nek választani, amellyel a vonat a visszaútonmozog az odafele mozgó vonathoz képest. A sebességösszeadás törvénye alapjánezt könny¶ kiszámítani:

U =
−2V

1 + V 2/c2
. (♣)Ezzel a választással a (†) koordinátarendszert pont úgy választottuk meg, hogyebben az esetben a vonaton ül® Béta és a vonaton nyugvó órák (mindegyikre x =

konstans), amelyekkel Alfa a saját óráját összehasonlítja, t > 0-ban egyenletes
−V sebességgel halad a pályatesthez képest. A (†)-ben a t id®koordináta értelmeis megfelel a feladatnak, ugyanis végig egyenl® a vonathoz képest nyugvó órákáltal mutatott id®vel.2Annak, aki az indokoltnál realisztikusabban képzeli el a vonatot, el kell gondolkoznia azon,hogyan is történik ez a visszaindulás. Nem a pillanatszer¶sége a f® probléma; ezt tekinthetjükegy nagyon gyors visszaindulás határesetének. A gond az, hogy a vonat minden por
ikájánakugyanabban a t = 0-ban kell irányt változtatnia. Ezt elvi okokból nem lehet egyetlen mozdonysegítségével megvalósítani, mert az kellene hozzá, hogy a rugalmas er®k végtelen sebességgelterjedjenek a vonatban. De ha mindegyik vagon motorko
si, amelyet a rajta nyugvó helyesenszinkronizált óra vezérel, akkor megvalósítható, hogy az egész szerelvény a t = 0-ban induljonel visszafele.



13Ha U -nak ezt az értékét behelyettesítjük (†)-ba, a
ds2 =







c2dt2 − dx2 ha t < 0

c2dt2 + 4
V/c

1− V 2/c2 c dt · dx − dx2 ha t > 0.
(♯)ívelemnégyzetre jutunk. Ez mutatja, hogy a t > 0 tartományban a ct, x ko-ordinátarendszer nem Minkowski; Minkowski-koordinátákban ugyanis ds2 =

c2dt2 − dx2. A (♯) szerint ebben a koordinátarendszerben t > 0-nál a fénynem ugyanazzal a sebességgel terjed pozitív és negatív irányban. Valóban, afénysugáron ds2 = 0, ezért (♯)-b®l a dx

dt
fénysebességre a

(

dx

dt

)2

−
4V

1− V 2/c2

dx

dt
− c2 = 0egyenletet kapjuk, amelyb®l

(

dx

dt

)

±

= c
V/c± (1 + V 2/c2)

1− V 2/c2
.A vonat maga természetesen ekkor is iner
iarendszer, amelyben a fény ter-jedése izotróp. Ennek tapasztalati igazolása nem igényel koordinátarendszert.Azonban t = 0-ban pillanatszer¶ gyorsulásnak volt kitéve és ez � mint látjuk,� arra vezetett, hogy a koordinátaid®t mutató virtuális órák Einstein-szinkro-nizá
iója elromlott, a t > 0 tartományban a koordinátaid®t mutató képzeletbeliórák nin
senek összhangban a fényterjedés izotrópiájával. Ha két egymás feléfordított tükör között fényjel mozog oda-vissza, akkor a tükrök mellett nyugvóvalóságos órák mutatni is fogják, hogy t > 0-ban az oda- és a visszautat a fényjelkülönböz® id® alatt teszi meg (7.ábra).A vonat gyorsulása természetesen tehetetlenségi er®ben is megnyilvánul.Létezik általános eljárás arra, hogy egyedül a ds2 képletének ismeretében hogyanlehet meghatározni a szabadon mozgó tömegpontok pályáját. Ezt a módszertazonban nem ismertethetjük, de az eredményét megkaphatjuk a (∗) jobboldaliegyenletpárja segítségével, amelyben a t > 0-beli koordináták még vessz®zvevannak. Az eredeti koordinátákban az x = a pontban nyugvó test az új ko-ordinátákban 
sak t < 0 marad nyugalomban. Ha (∗) utolsó egyenletébe x = a-t helyettesítünk és U -t (♣) segítségével V -vel helyettesítjük, a tömegpont pá-lyájára t > 0-nál (a vessz®k elhagyása után) az x =
2V

1 + V 2/c2
ct + a egyenletetkapjuk. Ez mutatja, hogy vonatkoztatási rendszerünkben a t = 0 pillanatbanpozitív irányú tehetetlenségi er®-löket hatott. Az er®-löket által nyert sebességés a koordináta-id® szinkronizáltságában bekövetkezett változás a vonatkozta-tási rendszer gyorsulásának maradandó következményei.
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Folytonos vonal:
Nyugvó tükrök

világvonala

Szaggatott vonal:
Fényjelek

világvonala

Fordulás elõtt (t<0) Fordulás után (t>0)

ct

x

7.ábraAz ikerparadoxont most már vizsgálhatjuk a vonat nyugalmi rendszeréb®lanélkül, hogy hivatkozni kellene az állomások iner
iarendszerére. Ehhez meg kellhatározni Alfa pályáját ebben a koordinátarendszerben. A t < 0 tartománybana pálya nyilván x = −V (t + t0). Feltesszük, hogy Beta az x = 0 pontban üla vonaton, ezért a t = −t0 az a pillanat (a vonat koordinátaidejében értve),amelyben Alfa elhalad Béta mellett.Mekkora lesz Alfa sebessége a t > 0 tartományban a vonat nyugalmi rend-szerében. Hajlamosak lehetünk rávágni, hogy +V -vel, de ez egyáltalán nembiztos, mert mint (♯) mutatja, a vonat koordinátarendszere ekkor elég külön-leges. A sejtés ennek ellenére igaz. A (∗) baloldali egyenletpárjából
dx′

dt′
=

1
√

1− U2/c2

(

dx

dt
− U

)

.De az eredeti vessz®tlen koordinátákban Alfa sebessége nyilván dx

dt
= −V . Haezt az el®z® egyenletbe beírjuk és U -t kifejezzük V -n keresztül, a dx′

dt′
= +V ered-ményt kapjuk. A vonat nyugalmi rendszerében tehát Alfa pályája a következ®:

x =

{

−V (t + t0) ha t ≤ 0

+V (t− t0) ha t ≥ 0Béta a vonat x = 0 pontjában nyugszik, ezért az Alfával történ® két találkozásid®pontja t = ±t0. Mennyi id® telik el ezalatt az órájukon? A dτ =
√

ds2/calapján erre a kérdésre (♯) tartalmazza a választ. Mivel Béta nyugszik, ezért az® pályáján dx = 0, ílymódon dτ = dt. A −t0 ≤ t ≤ t0 intervallumban tehát az® óráján Tβ = 2t0 id® telik el.Alfa pályáján t > 0-nál dx = −V dt, t < 0-nál pedig dx = +V dt. Ezt (♯)jobboldalába írva összevonások után a
dτ ≡ dtα =























dt
√

1− V 2/c2 ha t ≤ 0

dt

√

1 + 4
V 2/c2

1− V 2/c2 − V 2/c2 = dt
1 + V 2/c2

√

1− V 2/c2
ha t ≥ 0



15Ebb®l a képletb®l integrálással lehet meghatározni a tα(t) függvényt, vagyisazt, hogy milyen ritmusban jár Alfa órája a vonat nyugalmi rendszerében. Azintegrálás triviális, mert dt szorzója konstans. A konstans értéke azonban apálya két szakaszán nem ugyanaz. Az els® szakaszban (−t0 < t < 0-ban) Alfaórája √

1− V 2/c2 arányban késik, a másodikban (0 < t < t0-ban) azonbansietni kezd, és a Bétával való újbóli találkozás pillanatában (t = t0-ban) már
Tα = 2t0/

√

1− V 2/c2 = Tβ/
√

1− V 2/c2 > Tβ-t mutat. Ez pontosan ugyanazaz eredmény amit az Alfa nyugalmi rendszerében végzett igen egyszer¶ számítás-ból is kaptunk (8.ábra).
0.5(1-V /c )

2 2

Ta

ta

t

Tb0.5Tb8.ábraMost válaszolni tudunk arra a kérdésünkre, hogy a vonat nyugalmi rend-szerében végzett számításnál miért nem jár lassabban Alfa órája a visszaútonis annak ellenére, hogy a vonat ekkor is iner
iarendszer? Az ok az, hogy avisszaúton a vonathoz rögzített koordinátarendszer nem Minkowski.Emlékeztetünk rá, hogy a 2.12 fejezet tulajdonképpeni 
élja annak demon-strálása volt, hogy az a kérdés, milyen ritmusban alakul ki az id®dilatá
iónagysága a gyorsuló testvér néz®pontjából, rosszul (hiányosan) feltett kérdés,ha egyidej¶leg nem spe
ializáljuk a koordinátaid®t az utazó testvér nyugalmirendszerében. Valóban, az egyik koordinátaid® választásnál azt találtuk, hogyéppúgy fokozatosan n®, mint a nyugvó testvér iner
iarendszerében a Minkowskikoordinátaid®höz képest, a másiknál pedig azt, hogy a visszaúton sokkal gyor-sabban változik, mint az odaúton. És ha a második esetben a visszaúton ren-delnénk Minkowski-koordinátákat a vonathoz, akkor egy harmadik változatotkapnánk a tα(t) függvényre. De ez egyáltalán nem baj, mert a tα(t) függvénytényleges meg�gyeléséhez az kellene, hogy a koordinátaid®t mutató órák valósá-gosan is létezzenek. Ez azonban nin
s így, vagy ha néhány ilyen óra valamilyenokból tényleg � ott van", akkor az is meg van róluk mondva, hogyan vannakbeállítva (szinkronizálva).Egy kérdést azonban még fel lehet tenni. A vonathoz rögzített koordiná-tarendszert két informá
ió határozza meg: (1) A ds2 függvény konkrét alakja



16(esetünkben ez a (♯) képlet) és (2) az az informá
ió, hogy a vonatkoztatásirendszerünk (a vonat) nyugszik ebben a koordinátarendszerben (vagyis mindenvasúti ko
si minden eleme konstans x-szel rendelkezik). Hogyan lehet ennekalapján belátni, hogy a vonat a visszaúton is iner
iarendszer?Ez azon múlik, hogy a t > 0 tartományban át lehet-e térni olyan (vessz®s)koordinátarendszerre, amelyben az ívelemnégyzet c2dt′
2
−dx′2 alakú és a vonatminden egyes része az x′ = konstans világvonalon mozog. Ezt valóban meglehet tenni. Els® lépésben helyettesítsük (♯) második egyenletében t-t t′-vel a

ct = ct′ − 2
V/c

1− V 2/c2 xképlet segítségével. Ekkor (összevonások után) az ívelemnégyzet a
ds2 = c2dt′

2
−

(

1 + V 2/c2

1− V 2/c2

)2

dx2alakot veszi. Ebben a lépésben a koordinátaid®t mutató virtuális órákat mindenpontban különböz® mértékben átállítottuk, a térkoordinátához azonban nemnyúltunk. Ezután már elég az x-t átskálázni az
x =

1− V 2/c2

1 + V 2/c2 x′ (♮)képlet alapján ahhoz, hogy az ívelemnégyzet Minkowski alakú legyen. Nyilván-való, hogy a vonat pontjainak az x′ koordinátái sem változnak id®ben, ezért avessz®s koordináták is a vonathoz vannak rögzítve.Tekintsük végül a vonat két adott ξ és ξ+∆ξ koordinátájú pontját. Mivel θ <
0-nál a cθ, ξ koordinátarendszer azonos a ct, x Minkowski-koordinátarendszerrel,ezért a fordulás el®tt a két kiválasztott pont ∆l távolsága |∆ξ|-vel egyenl®. Afordulás után a ct′, x′ koordinátarendszer Minkowski, ezért ekkor ugyanazon kétpont ∆l′ távolságát a pontok x′-koordinátakülönbsége határozza meg. A kett®kap
solata (♮) szerint a következ®:

∆l′ =
1 + V 2/c2

1− V 2/c2 ∆l.Ez a képlet fejezi ki az irányváltás újabb maradandó hatását, a vonat pontjaiközötti távolság megnövekedését.GYAKORLÓ FELADATOK.1) Einstein vonatkísérletében az állomás nyugalmi rendszerében a vonat ele-jén a robbanás kés®bb történik, mint a végén. Mennyivel? (A vonat nyugalmihossza legyen l0, a sebessége pedig V .)Megoldás: Az állomás I vonatkoztatási rendszeréhez viszonyítva a fényjelekelindulásának pillanatában a vonat eleje és vége 1

2
l0

√

1− V 2/c2 távolságra van



17a fényjelekt®l. Ez a távolság a fényjel és a vonat eleje között (c − V ), a fényjelés a vonat vége közötti pedig (c + V ) sebességgel 
sökken, ezért
∆te =

l0

√

1− V 2/c2

2(c− V )
, illetve ∆tv =

l0

√

1− V 2/c2

2(c + V )id® alatt fogy el. Ennek a két id®tartamnak a különbsége a ∆t:
∆t = ∆te −∆tv =

1

2
l0

√

1− V 2/c2 ·

(

1

c− V
−

1

c + V

)

=
V · l0

c2

√

1− V 2/c2
.Ezt a képletet természetesen Lorentz-transzformá
ióval is könny¶ megkap-ni. Az állomás legyen a vessz®tlen, a vonat a vessz®s rendszer. Mivel I '-bena két robbanás egyidej¶ (∆t′ = 0), ∆x′ = x′

v − x′
e = l0 távolságra történnekegymástól, és az I iner
iarendszer (−V ) sebességgel mozog I '-hez képest, ezérta Lorentz-transzformá
ió képlete alapján a vonat elején a robbanás I-ben

∆t =
+

V

c2
l0

√

1− V 2/c2
. (A)id®vel kés®bb történik, mint a végén. ***2) Egy l0 nyugalmi hosszúságú V sebességgel haladó vonat elején és végénegy-egy jelz®lámpa villog. A vonat I ' nyugalmi rendszerében a felvillanásokperiódusideje T0 és a két jelz®lámpa felvillanásai pontosan szinkronban van-nak egymással (mindkett® ugyanabban a pillanatban villan fel). Elképzelhet®-e, hogy a villanások a vasúti töltés I rendszerében is pontosan szinkronbanlegyenek egymással?

0

1

1

2

e

e
v

v

2
3

ct

x

x’

ct’

0



18 2.1 ábraMegoldás: Az ember els® pillanatban arra gondol, hogy az egyidej¶ség rela-tivitása miatt ez nem fordulhat el®. De azután rájön, hogy bizonyos spe
iális Vmellett mégis lehetséges (ld. a 2.1 ábrát, amelyen az ee egyenes a vonat elejének,a vv pedig a végének a világvonala).Számozzuk meg a felvillanásokat a vonat elején és végén külön-külön úgy,hogy a nyugalmi rendszerben egyidej¶ felvillanások ugyanazt a sorszámot viseljék.Az azonos sorszámú felvillanások a töltés nyugalmi rendszerében nem lehetnekegyidej¶ek, mert mint az ábrán látható (és Einstein vonatos gondolatkísérletéb®lis tudjuk), ebben a rendszerben a vonat végén a felvillanás el®bb történik, mintaz elején. Az azonban lehetséges, hogy a vonat elején történ® i-ik felvillanás atöltés nyugalmi rendszerében egyidej¶ legyen a vonat végén történ® (i + 1)-ik,vagy (i + 2)-ik, vagy (i + 3)-ik, vagy általában az (i + k)-ik felvillanással. Azábrán az els® lehet®ség (a k = 1) valósul meg.Adott l0, T0 mellett azonban ez 
sak bizonyos sebességeknél lehetséges. Asebességet az 2.2 ábra segítségével lehet egyszer¶en kiszámítani.
3

Dt

Dt

Dt

Dt

2

T

T

T

1

1

0

Vonat

t t

vége
Vonat
eleje

0

2

3

2.2 ábraEzen az ábrán a felvillanásokat a töltés I nyugalmi rendszerének id®tenge-lyén ábrázoltuk. A ∆t az az id®, amennyivel kés®bb történik a felvillanás avonat elején, mint a végén egy adott sorszámú páron belül (vagyis két olyanfelvillanáson belül, amelyek a vonat nyugalmi rendszerében egyidej¶ek). A T aperiódusid® a töltés nyugalmi rendszerében (vagyis két egymás utáni felvillanásközötti id® a vonat végén vagy az elején). Az ábra alapján nyilvánvaló, hogya töltés nyugalmi rendszerében akkor lesznek szinkronban a felvillanások, hateljesül a
∆t = kT (k = 1, 2, 3, . . . ) (A)



19egyenl®ség.Mivel I '-ben egy adott sorszámú felvillanás-pár egyidej¶ (∆t′ = 0), ∆x′ =
x′

v − x′
e = l0 távolságra történnek egymástól, és az I iner
iarendszer(−V )sebességgel mozog I '-hez képest, ezért ∆t-t el®z® feladat (A) képlete adja meg,az id®dilatá
ió következtében pedig

T =
T0

√

1− V 2/c2
.Ha ezeket (A)-ba beírjuk, egyszer¶sítés után V/c-re a következ® megengedettértékeket kapjuk:

V/c = k/α0 ahol α0 =
l0

cT0
(k = 1, 2, 3, . . . ).A V/c-nek azonban 1-nél kisebbnek kell lennie, és ez a feltétel korlátozza a kmegengedett értékeit: k-nak kisebbnek kell lennie α0-nál. Amikor α0 ≤ 1, ezt afeltételt a k egyik lehetséges értéke sem elégíti ki, ezért ilyen T0, l0 paraméterekmellett a feladatban feltett kérdésre a válasz tagadó: a villanások a vasúti töltés

I rendszerében semmilyen V -nél sin
senek pontosan szinkronban egymással.Amikor azonban n < α0 ≤ (n + 1), ahol n valamilyen nullánál nagyobb egész,a k értéke az 1, 2, . . . n bármelyike lehet. Ilyenkor tehát n olyan különböz®sebesség található, amelynél a felvillanások a vasúti töltés I rendszerében ispontosan szinkronban vannak egymással.***3) Einstein vonatkísérlete fényjelek helyett pisztolygolyókkal is elképzelhet®.Az l0 nyugalmi hosszúságú V sebességgel haladó vonat középpontjából kétazonos szerkezet¶ pisztolyból egyszerre adunk le egy-egy lövést a vonat elejeés vége irányában. A golyók sebessége természetesen kisebb mint c. Milyenid®különbséggel 
sapódnak be a golyók a vonat végébe és elejébe az állomásvonatkoztatási rendszeréhez viszonyítva?1.Megoldás: A két esemény a vonat vonatkoztatási rendszerében most isugyanabban az id®pontban egymástól l0 távolságra történik, ezért a válaszugyanaz, mint Einstein eredeti vonatkísérletében (ld.az 1.feladat (A) képletét):
∆t =

l0V

c2

√

1− V 2/c2
. (A)2.Megoldás: A pisztolygolyók torkolatsebessége legyen v. A határozottságkedvéért tegyük fel, hogy v > V . A vonat eleje és vége felé repül® golyóksebességének nagysága az állomás nyugalmi rendszeréhez viszonyítva

ve =
v + V

1 + vV/c2
, és vv =

∣

∣

∣

∣

−v + V

1− vV/c2

∣

∣

∣

∣

=
v − V

1− vV/c2
,



20a repülési idejük pedig
∆te =

l0

√

1− V 2/c2

2(ve − V )
s ∆tv =

l0

√

1− V 2/c2

2(vv + V )
.A nevez®kben

ve − V =
v(1 − V 2/c2)

1 + vV/c2
és vv − V =

v(1 − V 2/c2)

1− vV/c2
.A keresett ∆t id® a ∆te és a ∆tv különbsége:

∆t = ∆te−∆tv =
l0

2
√

1− V 2/c2
·
1

v
·[(1+vV/c2)−(1−vV/c2)] =

l0V

c2

√

1− V 2/c2az (A)-val összhangban. ***4) Egy rablóbanda elhatározza, hogy kirabol egy kin
sszállító vonatot. Aterv alapja az, hogy a vonat áthalad egy alagúton. A banda az alagút kétbejáratára titokban er®s, kapuszer¶ sorompót szerel fel, amelyeket rádiójellellehet lezárni. Az egyik bandatag az alagút két végét®l egyenl® távolságra lév®pontban helyezkedik el a jeladóval és a bandavezért®l azt a paran
sot kapja,hogy amikor a vonat elt¶nik az alagútban, hozza m¶ködésbe a sorompókat. Azalagútban rekedt vonatot azután a banda többi tagja elfoglalja és kifosztja.
A

a b

B

vonat

jeladó

alagútV

4.1 ábraA bandavezér azonban váratlan üzenetet kap a szerelvény összeállításábansegédkez® egyik vasutastól, aki a b¶ntársa. Eszerint a szerelvény hosszabb, mintamire számítottak, véletlenül pont olyan hosszú, mint az alagút, ezért az ak
iótle kell fújni. A bandavezér azonban, aki f®állásban elméleti �zikus, megnyugtatjaaz informátort: A Lorentz-kontrak
ió miatt a vonat teljes egészében el fog férniaz alagútban, a terv tehát végrehajtható marad.



21A vonat elindulása után a titkosszolgálat valahogy megneszeli a készül® raj-taütést és mobiltelefonon utasítja a vonatvezet®t, hogy azonnal állítsa le a vona-tot. A vonatvezet® azonban jó volt �zikából és megnyugtatja a titkosszolgálatemberét: Az alagút a vonathoz képest Lorentz-kontrak
iót szenved, a vonatnaklegalább az egyik vége biztosan ki fog lógni az alagútból, ezért a jeladónál �gyel®bandatagnak nem lesz alkalma beindítani a sorompók m¶ködését.Kinek van igaza, a bandavezérnek vagy a vonatvezet®nek? És miben tévedetta másik?
Megoldás: A bandavezérnek van igaza. A jeladó szimmetrikus helyzetbennyugszik az alagút A és B végpontjához képest, ahol a sorompókat a bandafelszerelte. Az alagút (vagyis a vasúti töltés) I nyugalmi rendszerében ezért asorompók zárása egyid®ben történik. A vonat az I-hez képest V sebességgelmozog, ezért Lorentz-kontrak
iót szenved. A feladat szerint a nyugalmi hosszaegyenl® az alagút nyugalmi hosszával, így a Lorentz-kontrak
ió következtében

I-ben rövidebb, mint az alagút: Amikor a vonat a vége elt¶nik az alagút Abejáratánál, az eleje (a b pontja) még nem éri el az alagút B kijáratát. Ezért haa jeladót ebben a pillanatban m¶ködésbe hozzák, a vonat valóban bent ragadaz alagútban, és a banda megrohanhatja.Természetesen jól fel kell szerelkezniük lángvágókkal, mert a B kijárati ka-puba történ® beleütközés következtében a szerelvény hossza még a mozgásihossznál is rövidebbre présel®dik össze. A vonat elejének (a b pontnak) a hirte-len lefékez®désénél keletkez® "löket" ugyanis legfeljebb fénysebességgel haladhatvégig a vonaton, és ennek következtében a vonat vége (az a pont) egy ideig mégmozgásban marad a vonat elejének hirtelen leállása után is.Miben tévedett a vonatvezet®? Abban teljesen igaza volt, hogy a vonat nyu-galmi rendszerében az alagút Lorentz-kontrak
iót szenved, és ha nem jön közbesemmi, a vonatnak legalább az egyik vége mindig biztosan kilóg az alagútból.Azonban nem vette �gyelembe az egyidej¶ség relativitását, amelynek következ-tében a vonat I ' nyugalmi rendszerében a sorompók m¶ködése nem egyid®bentörténik, és azt sem, hogy a hatások még a hétköznapi értelemben szilárdanyagokban sem terjedhetnek a fénynél gyorsabban.
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4.2 ábraMivel az alagút a vonathoz képest −V irányban mozog, a jeladóból a Bfelé haladó rádiójel el®bb zárja le a B sorompót, mint a másik rádiójel az Asorompót. Amikor a B-beli sorompó beleütközik a vonat b elejébe, a (I '-bennyugvó) vonat vége (az a pont) az alagút Lorentz-kontrak
iója következtébenmég kilóg az alagútból és a lökés véges terjedési sebessége következtében egyideig még nyugalomban marad. Még akkor is nyugalomban lesz, amikor az
A kapu áthalad rajta és az egész vonatot elnyeli az alagút, hiszen a jeladót
sak közvetlen ezután hozzák m¶ködésbe. A vonat elejéb®l kiinduló lökés 
sakezután éri el a vonat végét, ekkor veszi fel az egész vonat az alagút I '-belisebességét. Az alagúthoz viszonyítva nyugalomba került vonat hosszának a ron-
solódás következtében még a mozgási hossznál is rövidebbnek kell lennie, hiszenkülönben nem férne el a V sebességgel mozgó alagútban, amelynek mozgásihossza megegyezik a vonat I-beli mozgási hosszával a leállás el®tt.Ez a két forgatókönyv Lorentz-transzformá
ió segítségével igazolható, deezzel egyenérték¶, ha a térid®-ábrán demonstráljuk a helyességüket (4.2 ábra).A koordinátarendszer O origója az az esemény, amikor a vonat a végpontja ésaz alagút A bejárata éppen egybeesik. Az alagút az AA és a BB világvonalakközötti sávot foglalja el. Ha a sorompókat nem hoznák m¶ködésbe, a vonat a
ct′ tengely és a bb′ egyenes közötti sávot foglalná el. A vonat és az alagút nyu-galmi hosszának egyenl®ségét az fejezi ki, hogy a BB egyenes és az x-tengelymetszéspontja, valamint a bb′ egyenes és az x′-tengely metszéspontja rajta vanugyanazon az x2−c2t2 = l20 hiperbolán. A rajz mutatja, hogy I-hez viszonyítvaa vonat teljesen elfér az alagútban, az I '-höz viszonyítva azonban az alagút férel teljesen a vonat hosszán belül. Az alagút A sorompójának a bezárása a P ,



23a B sorompójának bezárása pedig a Q esemény. Az alagút I vonatkoztatásirendszeréhez rögzített vessz®tlen K-ban ez a két esemény ugyanabban a pil-lanatban történik, ezért az ®ket összeköt® egyenes párhuzamos az x-tengellyel.A sorompók m¶ködése következtében a vonat most az aONa és a bMb sávotfoglalja el. A vonat b elejének beleütközése a B sorompóba az M esemény. Ett®lkezdve a vonat eleje és az alagút B kijárata ugyanazon a (függ®leges) világvon-alon fekszik. Az ütközés által okozott hatás az M → N világvonalon terjed avonaton visszafelé és az N pontban éri el a vonat elejét, amely ekkor áll meg. Az
MN szakasz 45◦-nál kisebb szöget zár be a ct tengellyel, mert a lökés terjedésisebessége c-nél kisebb.A vonat sebességével mozgó I '-hez rögzített vessz®sK'-ben a ct′ = konstansvonalak az x′ tengellyel párhuzamos egyenesek. Ennek alapján jól látható, hogya B sorompó zárása negatív t′-nél, az A kapué pedig pozitív t′-nél történik. Ezekközé esik a t′ = t = 0 pillanat, amikor a vonat a vége is elt¶nik az alagútban.***5) Egy fényforrás T0 id®közönként bo
sát ki fényjeleket, amelyeket egy t®le
V sebességgel távolodó tükör ver vissza. Milyen T id®közönként érkeznek visszaa jelek a forráshoz a newtoni �zika és a relativitáselmélet szerint?1.Megoldás: Végezzük el a számítást el®ször a newtoni felfogás alapján.Jelöljük T ′-vel két egymást követ® jel tükörre történ® érkezése (és a róla valóvisszaver®dése) között eltelt id®t. Mivel a tükör mozog, a T ′-t az adó nyugalmirendszerében érvényes (1.2.3) képlet segítségével számíthatjuk ki a T0 alapján:
T ′ = T0/(1− V/c).A visszavert jelek szempontjából a tükör az adó, ezért a T -t a T ′ alapján avev® nyugalmi rendszerében érvényes (1.2.1) képlet segítségével kaphatjuk meg:
T = T ′(1 + V/c). Ha ide T ′-t az el®z® képletb®l behelyettesítjük, megkapjuk afeladat megoldását a newtoni felfogásban:

T = T0
1 + V/c

1− V/c
. (A)
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5.1 ábraA relativitáselmélet szerint ugyanez a gondolatmenet érvényes, 
sak mindkétesetben az (1.2.6) képletet kell alkalmazni:
T ′ = T0

√

1 + V/c

1− V/c
és T = T ′

√

1 + V/c

1− V/c
.Ebb®l a két képletb®l ugyanazt az (A) eredményt kapjuk, mint el®bb. Ez azeredmény összhangban van azzal, hogy a T0 és a T kap
solatában nin
s szerepeaz id®dilatá
iónak, mivel mindkett®t mérhetjük ugyanazzal az órával (vagy kétegymáshoz képest nyugvó órával). Az id®dilatá
ióra 
sak a T ′ érzékeny, ezért a

T ′-re a newtoni és a relativisztikus számítás nem is adja ugyanazt az eredményt.2.Megoldás: Az 5.1 ábra a tükör és a fénysugarak pályáját mutatja. Akirajzolt háromszögb®l
h = V

(

T0 +
T − T0

2

)

= c
T − T0

2
.Ezt T -re megoldva kapjuk (A)-t. Mivel mindkét id®tartamot ugyanazzal azórával (vagy két egymáshoz képest nyugvó órával) mérjük, ez a képlet a newtoniés a relativisztikus esetben egyformán érvényes.



25***6) Egy bi
iklista v sebességgel karikázik a vasúti töltés mentén. Szembe jönvele V sebességgel egy vonatszerelvény, amelynek nyugalmi hossza l0. Mennyiideig halad a bi
iklista a vonat mellett a saját órája szerint a newtoni és arelativisztikus �zika alapján?Megoldás: A newtoni �zikában a válasz nyilván l0/(V + v). A relativisztikusszámítás a töltés I nyugalmi rendszerében a legegyszer¶bb. Amikor a vonat elejeelhalad a bi
iklista mellett, a vonat vége a bi
iklistától l0√1− V 2/c2 távolságravan. A közöttük lév® távolság V +v sebességgel 
sökken, ezért koordinátaid®benmérve
∆t = l0

√

1− V 2/c2

V + vid® alatt válik nullává. A bi
ikliz® óráján ezalatt
∆τ = ∆t ·

√

1− v2/c2 = l0

√

1− V 2/c2 ·
√

1− v2/c2

V + v
(A)id® telik el.A számítás a vonat vagy a kerékpáros nyugalmi rendszerében valamivel bo-nyolultabb, de természetesen ugyanerre az eredményre vezet (a ∆τ invariáns). Avonat I ' nyugalmi rendszerében például a bi
iklista sebessége a sebességösszeadástörvénye szerint

v′ =
v + V

1 + vV/c2-tel egyenl®. A vonat hossza itt l0, ezért a bi
iklista koordinátaid®ben értve
∆t′ =

l0
v′ideig halad a vonat mellett, amelynek

∆τ = l0

√

1− v′
2
/c2

v′sajátid® felel meg. Ha ide v′ fenti kifejezését behelyettesítjük, átalakítások utánújra az (A) képletre jutunk. ***7) Egy V sebességgel mozgó masszív (végtelen tömeg¶nek tekinthet®) falrólrugalmasan visszapattan egy ugyanolyan irányban v = 2V sebességgel repül®labda. Mekkora lesz a labda u sebessége a visszapattanás után a newtoni és arelativisztikus �zika szerint?



26 Megoldás: Az az iner
iarendszer, amelyben a feladat adatai érvényesek,legyen a vessz®tlen I. A számítás alapja az, hogy a fal I ' nyugalmi rend-szerében a labda sebességének nagysága a visszapattanásnál nem változik.A newtoni �zika szerint I '-ben a labda sebessége a visszapattanás el®tt v′ =
v − V = 2V − V = V -vel, a visszapattanás után pedig −v′ = −V -vel egyenl®.Az eredeti I (−V ) sebességgel mozog I '-hez képest, ezért a visszapattanás utána labda sebessége I-ben u = (−v′)− (−V ) = 0. A newtoni �zika szerint teháta labda a visszapattanás után nyugalomban lesz.A gondolatmenet a relativitáselméletben is ugyanez, 
sak a relativisztikussebességösszeadás képletével kell számolnunk. A két számítás lépéseit a következ®táblázat tartalmazza:GOLYÓ SEBESSÉGE NEWTONI RELATIVISZTIKUS0. K-ban ütközés el®tt 2V 2V1. K'-ben ütközés el®tt 2V − V = V 2V −V

1−2V ·V/c2 = V
1−2V 2/c22. K'-ben ütközés után −V − V

1−2V 2/c23. K-ban ütközés után −V − (−V ) = 0
−

V
1−2V 2/c2

−(−V )

1−
(

−
V

1−2V 2/c2

)

(−V )
= −2V V 2/c2

1−3V 2/c2A táblázat utolsó sora szerint tehát a relativisztikus esetben a labda sebességea visszapattanás után
u = −2V

V 2/c2

1− 3V 2/c2-tel egyenl®. Ez összhangban van a newtoni eredménnyel, mert a c→∞ határe-setben a jobboldal nullához tart. A másik határeset az, amikor a labdát fényjel-lel, a falat pedig tükörrel helyettesítjük. Ekkor V = c/2, és a képletünk alapján
u = −c, ahogy lennie is kell. ***8) Egy egyenes autópálya minden pontján rövid ∆τ id®közönként halad átegy egyenletesen v sebességgel pozitív irányban haladó autó.(1) Hány autót találunk átlagban az autópálya l ≫ v · ∆τ hosszúságú ABszakaszán?(2) Hány autót találunk ugyanezen az AB szakaszon abban az esetben,amikor a pályát egy (−V ) sebességgel mozgó iner
iarendszerhez viszonyítjuk(amelyhez képest a pálya V sebességgel mozog pozitív irányban)?Megoldás: Az els® esetben az autók átlagszámát jelöljük N -nel. Mivel egyautó, miután áthaladt a szakasz A kezd®pontján, T = l/v ideig tartózkodik
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AB-n belül, és ezalatt az id® alatt T/∆τ autó lépi át az A pontot, ezért a pálya
I vonatkoztatási rendszerében

N =
T

∆τ
=

l

v ·∆τ
≫ 1. (A)Az I ' mozgó iner
iarendszerhez viszonyított számot jelöljük N ′

+-szal (a +alulindex arra utal, hogy az autók v sebessége és a pálya V sebessége I '-benugyanolyan irányú). Els® pillanatban azt gondolnánk, hogy N ′
+ nem külön-bözhet N+-tól, de aztán rájövünk, hogy az egyidej¶ség relativitása miatt ezmégsin
s így.Ahhoz, hogy ez szembet¶n® legyen, fogalmazzuk át egy ki
sit az el®z® gondo-latmenetet. Adjunk nevet a kiszemelt autónak: Legyen Autó1. Az A kezd®pon-ton áthaladó autókat addig számoljuk, míg Autó1 eléri B-t. Ebben a pillanatbanaz A-ban (gondolatban) lezárjuk a sorompót. Az (A) képlet azoknak az autók-nak a számát adja meg, amelyek ebben a pillanatban az AB szakaszon találhatók.Az I '-ben ugyanígy kell eljárnunk. Azonban az I '-ben egyidej¶ események

I-hez viszonyítva már nem történnek ugyanabban a pillanatban: Az A-beli ese-mény ∆t = V · l′/

(

c2
√

1− V 2/c2

) id®vel kés®bb következik be, mint a B-beli.(Ld. az 1. feladatot. Az I ' felel meg a vonatnak, amely most negatív irány-ban halad.) A képletben azért szerepel az AB szakasz I '-beli l′ hossza, mertmost két I '-ben egyidej¶ esemény I-beli id®különbségére vagyunk kíván
siak.A Lorentz-kontrak
ió következtében l′ = l
√

1− V 2/c2, ezért ∆t = V · l/c2.Az Autó1 tehát nem T = l/v, hanem T ′ = T + ∆t ideig tartózkodik AB-nbelül. Ezalatt T ′/∆τ autó halad át A-n, ezért
N ′

+ =
T ′

∆τ
=

1

∆τ
(T + ∆t) =

l

v ·∆τ
·

(

1 +
vV

c2

)

= N ·

(

1 +
vV

c2

)

. (B)Ugyanezt az eredményt egy másik gondolatmenettel is megkaphatjuk, amely-b®l azonban nem látszik ilyen plasztikusan az egyidej¶ség relativitásának aszerepe. Az (A)-t úgy alakíthatjuk át az N ′
+-ra vonatkozó képletté, hogy �-gyelembe vesszük a Lorentz-kontrak
iót (l → l

√

1− V 2/c2), az id®dilatá
iót(∆τ → ∆t = ∆τ/
√

1− V 2/c2), és a sebességösszeadás törvényét, amely szerintaz autók sebessége I '-ben
u =

v + V

1 + vV/c2
. (C)Az Autó1 és a B pont távolsága (u − V ) sebességgel 
sökken, ez kerül (A)nevez®jében a v helyébe. Mindezeket (A)-ba írva rövid átalakítás után újra(B)-t kapjuk eredményül.Amikor a v és a V iránya egymással ellentétes, akkor

N ′

− = N ·

(

1−
vV

c2

)

. (D)



28Ebben az esetben az I '-beli egyidej¶ségnél I-ben az A-beli esemény el®bbtörténik, mint a B-beli, ez vezet az autók számának 
sökkenéséhez az AB sza-kaszon.Ennek a látszólag mesterkélt feladatnak fontos �zikai alkalmazása van. Ah-hoz azonban, hogy ehhez eljussunk, el®bb egy paradoxonra kell rámutatnunk.Tegyük fel, hogy az utat fák szegélyezik, és I-ben minden l hosszúságú szakaszon
n fa található. Az AB szakaszon tehát I-ben minden fára N/n autó jut.Az I '-höz viszonyítva azonban más a helyzet. A fák száma az AB szakaszontovábbra is n marad, az autók száma azonbanN -r®l N ′

±-ra változik, tehát az egyfára jutó autók száma a v és a V relatív irányától függ®en (1+ vV/c2)-szereséren®, vagy (1 − vV/c2)-szeresére 
sökken. Ez azonban lehetetlen, mert se a fák,se az autók száma nem függhet attól, milyen iner
iarendszerhez viszonyítjuk apályát.Ez a következtetés azonban 
sak ténylegesen végtelen hosszú autópályáraérvényes, mert az nem lehetséges, hogy egy véges hosszúságú autópálya mindenpontján azonosan 1/∆τ gyakorisággal haladjon át egy autó. A paradoxon arrautal, hogy ebben a feladatban a pályát még idealizá
ióként sem lehet végtelenhosszúnak tekinteni. Egy önmagába záródó pályára (hurokra) azonban ez a felté-tel már teljesülhet. Ezért egészítsük ki az AB szakaszt egy ABCD négyzetté,amelynek minden pontján ∆τ id®közönként halad át egy autó. Abban az I-ben, amelyben a pálya nyugszik, az (A) szerint a négyzet mindegyik oldalánminden pillanatban átlagosan N = l/(∆τ · v) autót találunk. Ahhoz az I '-höz viszonyítva azonban, amelyhez képest a pálya V sebességgel mozog az ABoldalon haladó autókkal párhuzamosan, az autók átlagszáma az AB oldalon
N ′

+ = N(1 + vV/c2)-tel, a CD oldalon pedig N ′
− = (1 − vV/c2)-tel egyenl®.A V -re mer®leges BC és DA oldalakon az átlagszám megmarad N -nek, mertegy V -re mer®leges szakasz végpontjaiban történ® I-ben egyidej¶ eseménypár

I '-ben is egyidej¶ marad.
A

D C

B
v

x

y

z (felénk)

V

I

9.1 ábraA zárt ABCD pályán található autók száma tehát mindig ugyanannyi,akármelyik iner
iarendszerb®l �gyeljük is meg. A pályának mint egésznek a



29mozgása ennek az adott autó-mennyiségnek az át
soportosítására vezet a négy-zet oldalai között. Ez az autók mozgásának a következménye. A pályát szegé-lyez® fák száma ugyanis a négyzet oldalain külön-külön is változatlan marad,amikor a pályát különböz® iner
iarendszerekb®l szemléljük.Helyettesítsük most az autópályát egy négyzetalakú fémkerettel, amelybenáram folyik. (Ld. a 9.1 ábrát; az áramforrást nem tüntetjük fel, azt is gondol-hatjuk, hogy szupravezet® keretünk van.) Az autók a mozgó elektronok, a fáka nyugvó pozitív ionok. A korábbi képleteink alapján az áramer®sség
I =

e

∆τ
=

eNv

l
(E)-lel egyenl®, amelyben e a proton elektromos töltése (az elektron töltésénekabszolút értéke). Az autók v sebessége az elektronok sebességével egyenl®. Mivelaz elektronok töltése negatív, ezért az áram az autók sebességével ellentétesirányú.Ez a köráram a saját I nyugalmi rendszerében egy m mágneses dipól-nyomatékot hoz létre, amelynek 
sak a z-komponense különbözik zérustól (ld.az ábrát):

mz = I · l2 = eNvl. (F)Ahhoz az I '-höz viszonyítva azonban, amelyben ez a mágneses dipól V sebességgelmozog x irányban, y irányú elektromos dipólnyomatékra tesz szert, amelyneknagysága
py = (−e) · (N ′

+ −N) · l = −e ·
vV

c2
N · l = −

V

c2
mz (G)-mel egyenl®, mert azAB szakaszon elektron többlet, a CD-n pedig ugyanakkoraelektron hiány lép fel. Ha �gyelembe vesszük, hogy V a V sebesség-vektor xkomponense, a (G) összefüggést a vektoriális szorzat felhasználásával felírhatjuktetsz®leges koordinátarendszerben érvényes alakban:

p =
1

c2
(V ×m). (H)A mesterkéltnek látszó példa tehát arra a következtetésre vezetett, hogy egymozgó mágneses dipól elektromos dipólnyomatékra tesz szert. Látjuk, hogy ez(is) az egyidej¶ség relativitásának a következménye.

HIBAJEGYZÉK29.old. 5. sor: holdjáró helyesen marsjáró30.old. 5. sor: egy egész id®intervallum egyidej¶, helyesen egy egész id®in-tervallum lehet egyidej¶31.old. alulról az 5. sor: ∆τa és ∆τb helyesen ∆τ1 és ∆τ2



3087.old. középen: nyilván nyilván helyesen nyilván nyilván87.old.: A (számozatlan) képlet hibás. Helyesen
vk =

V

1−
√

1− V 2/c2
> c.89.old. 2. sor: (9.ábra) helyesen (10.ábra)126.old. 16. sor: testek is helyesen testek pályái is133.old. 3. sor: m/se
 helyesen m/s2


