Val6szintiség

Hrasko Péter, PTE Elméleti Fizika Tanszék

A valo6szintiség a hétkoznapi életben és a tudoméanyban egyarant nagy sze-
repet jatszik, azonban vitatott kérdés, hogy hol huzodik a hatar a fogalom
pontos tudomanyos értelme és laza diszkurziv hasznalata kozott. A prob-
léméat egy kitalalt, de azért elég realisztikus részecskefizikai példan mutatom
be.

Tegyiik fel, hogy egy elméleti fizikus arra a kovetkeztetésre jut, hogy a
neutron tartalmaz még harom eleddig ismeretlen tipust kvarkot, amelynek
két lehetséges valtozata van. A két valtozatot fizikusunk "fehér" és "fekete"
kvarknak nevezte el, de nem tudta megmondani, hogy a harom ujfajta kvark
kozott hany fehér és hany fekete van: Az elmélet mind a négy lehetGséget (0,
1, 2 vagy 3 fehér kvark) egyformén megengedte.

Sikeriilt azonban megmutatnia, hogy a fehér-fekete szinmegoszlas kisér-
letileg vizsgalhat6. Amikor ugyanis elektronokkal bombéazzuk a neutronokat,
az 1j kvarkok egyike nagyon ritkan, véletlenszertien, virtuélis részecske for-
méajaban rovid idére kilép a neutronbol, és az elektron szérodni tud rajta. A
folyamatot az 1. abra (természetesen fiktiv) Feynman-grafjai szimbolizaljak.
Az "elmélet" szerint a fehér és a fekete kvark kiilonb6z6 modon szorja az
elektronokat (az egyik mondjuk "jobbra", a masik "balra"), ezért ebbdl a
kisérletb6l meg lehet tudni, hany fehér és hany fekete kvark van a neutronok-

ban.
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A kisérletnek ezt az aspektusat egy egyszerti urna-modell szemlélteti. Egy
urnaban van harom goly6, amelyek csak a sziniikben kiilonboznek egyméstol:



lehetnek fehérek vagy feketék. Tobbszor egymas utan véletlenszertien kive-
sziink egy golyot tgy, hogy miutan a goly6 szinét feljegyeztiik, rogton visz-
sza is tessziik az urnaba (és az urnat természetesen minden huzés el6tt jol
megrazzuk).

Mi a val6szintisége annak, hogy n probalkozas soran k fehér golyot hiizunk?
A vélasz nyilvan attol fiigg, milyen a golyok szinmegoszlasa. Jeloljiik a fehér
golyok szamét M-mel (M = 0,1,2 vagy 3). A fekete golyok szama ekkor
(3 — M). Annak valoszintisége, hogy egy fehér golyot huzzunk ki, M/3-
mal, annak valosziniisége pedig, hogy feketét, (1 — M/3)-mal egyenls. A
kérdésiinkre milyen valoszintséggel lesz n kihazott golyo kozott k fehér,
— a binomidlis eloszlds adja meg a valaszt:

val(k| M, n, F) = (Z) (%)k (1 - %)H (1)

Ebben a képletben és a tovabbiakban is minden valdszintiséget jelentd
fiiggvényt val(.|...) alakban irunk. A val() fiiggvény argumentumat a | jel
két részre osztja. A vonaltol balra talaljuk azt a valtozot, amelynek a
valoszintiségérdl szo van. A fligg6leges vonaltol jobbra talalhato szimbolumok
azokra a feltételekre utalnak, amelyek mellett a valoszintiségi eloszlas érvényes.
Az (1) képlet pl. akkor igaz, amikor az urnaban M fehér goly6 van és Gssze-
sen n-szer huzunk. A biztonsag kedvéért szerepel még egy F' jel is, amely
figyelmeztet ra, hogy mindig vannak specializalatlan feltételek, amelyek koziil
kés6bb egyet vagy tobbet esetleg explicite is meg kell majd adnunk. Mivel
minden valosziniiségre egyontetiien a val() jelet hasznaljuk, az argumentum-
bol kell kideriilnie, minek a val6szintiségérsl van szo.
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Az (1) mindhérom tényezGjének vildgos matematikai jelentése van. Az
(M/3)* annak kiévetkezménye, hogy — feltételezésiink szerint — k-szor hi-
zunk fehér golyot, az (1 — M/3)" *-ra pedig azért van sziikség, mert a

maradék (n — k) alkalommal fekete golyot hizunk ki. Az (Z) binomialis

egyiitthato veszi figyelembe, hany kiilonb6z6 sorrendben kivetkezhetnek egymas
utan a fehér és a fekete golyok. Ez az eloszlas helyesen van normalva, mert
a binomialis tétel alapjan

i val(k|M,n, F) = [% + (1 - %)r ~ 1.

k=0

A 2. abran példaként a val(k|2, 12, F) eloszlast abrazoltuk.

Az (1) arra jo, hogy ha M-et ismerjiik, kiszamithassuk, milyen valoszi-
niiséggel hizunk n probalkozésbol k-szor fehéret. Azonban nem ez az a
valoszintiség, amelyre sziikségiink van. Az M-et szeretnénk megtudni, azt,
hogy hany fehér kvark van a neutronban (hany fehér golyot tartalmaz az
urna). Mar emlitettiik, hogy az 1. abran felrajzolt folyamatok, amelyek er-
rél informalnak, nagyon ritkak, ezért a kisérlet nagyon dréga (a sziikséges
gyorsitod id6 hosszi). Ezt figyelembe véve a koltségvetésiinket — elég ru-
galmasan — tgy allapitottak meg, hogy a kisérletet addig folytathatjuk,
ameddig  mondjuk 5 benniinket érdekld folyamatot nem talalunk, ami
az urnamodellben n = 5 huzasnak felel meg.

Tegyiik fel, hogy a kisérlet megtortént és az 5 folyamatbol 2 tartozott
fehér, 3 pedig fekete kvarkhoz. Az urnamodell nyelvén ebben a helyzetben a
kovetkezG kérdésre kell valaszt taldlnunk: Ha n = 5 huzasbol k = 2 fehéret
kaptunk, akkor hany fehér goly6 van az urnaban (mekkora az M)?

Biztosat nyilvan nem mondhatunk, de esetleg kaphatunk M-re egy valo-
szintiségi eloszlast, val(M |k, n, F')-t, amely val(k| M, n, F')-t6l csak abban kii-
16nbdzik, hogy a k és az M helyet cserélt egyméassal. Ez azonban egyaltalan
nem lényegtelen kiilonbség, mert a két jel a fiiggGleges valasztovonal kiilon-
b6z oldalan all. A kiilonbség illusztralasara forduljunk a kockadobashoz.
Annak val(6|ps) valosziniisége, hogy 6-ost dobjunk feltéve, hogy a dobasunk
paros, 1/3-dal egyenld, mert a kockan 3 péaros érték talalhato, és ezek egyen-
16en valoszintiek. A val(ps|6) valoszintiség viszont nyilvan 1, hiszen ha 6-ost
dobunk, azzal automatikusan a dobasunk paros is.

A valdszintiségszamitas ismer egy képletet, a Bayes-formuldt, amely kap-
csolatot teremt a val(X|Y, F') és a val(Y|X, F) valoszintiségek kozott. A



képlet levezetéséhez azt kell felhasznalnunk, hogy a val(X|Y, F) feltételes
valOszintiséget a

val(X és Y|F)
val(Y|F)
képlet segitségével szamithatjuk ki, amelyben val(X és Y|F) az X és az YV

egylittes bekovetkezésének a valosziniisége.
A (2) igaz marad, ha az X-et és az Y-t felcseréljiik egyméssal:

val(Y és X|F)
val(X|F)
Az (X ésY) kijelentés (vagy esemény) természetesen azonos az (Y és X) kije-

lentéssel (eseménnyel). A két képlethdl ennek a kijelentésnek a valoszintiségét
kikiiszobolve jutunk el a

val(X|Y, F) =

(val(Y]F) # 0) (2)

val(Y|X, F) = (val(X|F) # 0).

val( XY, F)val((Y|F)
val(X|F)

Bayes-formulahoz (Bayes-tételhez).

Mint latjuk, ez a képlet valoban kapcsolatot létesit a val(Y|X, F') és a
val(X|Y, F') valosziniiség kozott. A kockadobasos feladatban példaul Y — 6
és X — ps azonositassal ez a relacio természetesen teljesiil, mert — mint 1at-
tuk,  val(6|ps, F) = 1/3, val(ps|6, F') = 1, és val(6|F) = 1/6, val(ps|F') =
1/2.

Térjiink most vissza a részecskefizikai példahoz (és a neki megfelels ur-
namodellhez), és a Bayes-tétel segitségével fejezziik ki val(M |k, n, F')-t az (1)
binomidlis eloszlason keresztiil:

val(Y|X, F) = (val(X|F) #0) (3)

val(k|M,n, F)val(M|n, F') (1)
val(k|n, F) '

Foglalkozzunk a jobboldalon szerepld valdszintiségekkel. A nevezdébeli valoszintiség

nem tartalmaz M-et, ezért a

val(M|k,n, F) =

3
Z val(M|k,n, F) =1 (5)
M=0
normaléasi feltétel segitségével kifejezhet a szamlaloban allo valoszintiségeken

keresztiil: ,

val(k|n, F) = ) val(k|M,n, F)val(M|n, F). (6)

M=0



A szamlalo els6 tényezGje formailag azonos az (1) fiiggvénnyel, de —
az (1)-t6l eltérGen, — itt nem k fiiggvényeként kell érteni (fix M mellett),
hanem M fiiggvényeként rogzitett k-nal. A két fiiggvény tehat ugyanabban
az értelemben kiilonbo6zik egymastol, mint az ™, amikor a fiiggetlen valtozo x
(hatvanyfiiggvény), és amikor a fiiggetlen valtozo n (exponencialis fiiggvény).
A val(k|M,n, F)-nek is célszerii a két esetben kiilonboz6 elnevezést adni.
A (4)-ben, amikor a fiiggetlen valtoz6 M (rogzitett k mellett), likelihood-
fligguény a neve (magyarul is!), mig az (1)-ben a k valoszintiségi eloszlasanak
hivjuk.

A (4) szamlalojanak elss tényezdje tehat a likelihood-fiiggvény, amit is-
meriink. A masodik tényezé mibenlétét kell még tisztaznunk. Ez a tényezd
— a baloldalhoz hasonl6an — val6szintiségi eloszlas M-ben, ezért eleget kell

tennie a
3

Z val(M|n, F) =1 (7)
M=0
normalasi feltételnek. A (4)-ben a baloldali és a szamlalobeli M-eloszlas
kozott az a kiilonbség, hogy az el6bbiben mar figyelembe vettiik a meg-
figyelés (szoraskisérlet, urnakisérlet) eredményét (poszterior valdsziniség),
mig az utobbi csak azokat az ismereteket tartalmazza, amelyekkel a kisérlet
elvégzése el6tt is rendelkeztiink (prior valdszintség). A Bayes-formula tehat
a kisérletezés lényegét fejezi ki tomor matematikai forméban: Egy kisérlet
értelme ugyanis az, hogy a meglévé ismereteinket korrigalja.
Mint mar mondottuk, az elképzelt kisérletiinkben 5 probalkozasbol 2
goly6 bizonyult fehérnek. A likelihood-fiiggvényiink ekkor
1 /5

val(2|M,5, F) = — (2

= )M2(3 — M),

Mi lesz a prior? A kisérlet el6tt fogalmunk sincs réla, milyen a szineloszlas.
Ezt a teljes tudatlansagot valoszintileg akkor fejezziik ki megfelel6 modon, ha
kezdetben mind a négy lehetséges M-et egyenlGen valoszintinek tekintjiik:

1
val(M|n, F) = 1

(ez a valosziniiség semmiképpen sem fiigghet attol, hogy a késébb elvégzendd
kisérletben mekkora lesz az n).
Mindezeket (4)-be helyettesitve a keresett valoszintiségre a

val(M|2,5,F) = K - M*(3 — M)? (8)



képletet kapjuk. A K-ra az (5) normalési feltételbdl a

1 1

K= - —
12.25 42213 12

érték adodik. Igy vegiil

val(M|2,5, F) = 1—12M2(3 — M)3. (9)
Ezt a valoszintiségi eloszlast a 3. abran lathatjuk. Mivel fehér golyot is,
feketét is huztunk, ezért bizonyos, hogy M nem lehet egyenld se nullaval, se
harommal, és a kisérlet szerint az urna kétszer olyan valdszintiséggel tartal-
maz egy fehér golyot, mint kett6t. Ez ugyan tavol van a bizonyossagtol, de
részecskefizikusunk szamara jelenthet értékes informéciot.

val(M[2,5,F)

0.70 - 2/3
0,60 ~
0,50 1
0,40 1/3
0,30 1
0,20 1
0,10 1 0 0

0,00 - M

3.4bra
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Ez az a pont, ahol visszatérhetiink a legels§ bekezdésben felvetett prob-
léméhoz. A helyzet ugyanis az, hogy a valoszintiségszamitas miivelGinek
oOriasi tobbsége szerint a (9) képlet tokéletesen értelmetlen, mert annak, hogy
a neutronban hany fehér kvark van, nincs valdsziniisége, hiszen ez a szam nem
a véletlenen miulik, hanem hatarozottan nulla, vagy egy, vagy ketts, vagy
harom. Ugyanez a helyzet természetesen az urnaval is. Bizonytalansagrol
és valoszintiségrol itt csak a szineloszlasra vonatkozo tuddsunk kapcsan lehet



sz0, ami azonban esetleges, szubjektiv dolog (szubjektiv valdsziniség). Az
effajta szubjektiv elvarast szigoriian véve nem is lenne jogos valoszintiségnek
hivni, mert egyaltalan nem lehetiink biztosak benne, hogy alkalmazhatok ra
a valoszintiségszamitas tételei, konkréten példaul a Bayes-formula.

A (9)-cel ellentétben  folytatodik az érvelés,  az (1) binomialis eloszlas
a véletlenen miulo objektiv valoszintiséget fejez ki, hiszen ugyanazt a kisér-
letet sokszor megismételve ellendrizhet a helyessége. A legegyszeriibb eset-
ben példaul, amikor csak egyszer probalkozunk (n = 1), a képlet szerint
val(1|M, 1, F) = M/3 valoszintiséggel htizunk fehér golyot. Az M itt ter-
mészetesen tokéletesen hatarozott szam, ha az urndban mondjuk csak 1 fe-
hér goly6 van, akkor 1/3. A kisérletet akarhanyszor megismételhetjiik és
empirikusan meghatarozhatjuk a fehér golyok el6fordulasanak relativ gyako-
risdgat. Azt fogjuk talalni, hogy a huzasok szaménak a novelésekor a relativ
gyakorisag 1/3-hoz tart, ahogy ezt a valosziniiség intuitiv jelentése alapjan
varjuk is, és ez teljesen fiiggetlen attol, mit tudunk vagy gondolunk a szin-
megoszlasrol az urniban.

A relativ gyakorisagként értelmezett valoszintségekrdl (objektiv valdszi-
niiség) nagyon konnyi belatni, hogy eleget tesznek a valoszintiségszamitas ax-
iomainak, és ennek kovetkeztében természetesen a Bayes-formulanak is. An-
nak val(ps|F') valoszintisége példaul, hogy egy kockaval parost dobunk, vagy
az a val(6|F), hogy 6-ost dobunk vele, nyilvanval6an objektiv valoszintiségek.
Ezért nem meglepd, hogy a Bayes-formula érvényes rajuk. A val(k|M, n, F)-
fel és a val(M|k,n, F)-fel azonban nem ez a helyzet, mert koziiliik csak az
elsé objektiv.

Lehet-e barmit is felhozni ezzel az objektiv ("frekventista") nézéponttal
szemben a szubjektiv ("bayesi") felfogés védelmében? Meg lehet példaul
jegyezni, hogy a relativ frekvenciat csak végtelen hosszu kisérletsorozatban
lehet pontosan azonositani a valoszintiséggel. Ilyen sorozatok azonban csak a
képzeletiinkben léteznek, ezért a frekventista felfogas is tartalmaz szubjektiv
elemet. Elképzelhet6 azonban ennél konstruktivabb ellenvetés is: Az, ha
sikeriilne megmutatni, hogy a szubjektiv valosziniség is rendelkezik azokkal a
tulagdonsdgokkal, amelyek elégségesek a Bayes-tétel igazoldsdhoz.

Tobb olyan gondolatmenet is ismeretes, amelyek elég meggy6zGen demon-
straljak, hogy valéban ez a helyzet. Az aldbbiakban befejezésiil, r0-
viden kitérek az egyikre (azért csak roviden és vazlatosan, mert a gondo-
latmenet nehéz, és részletes ismertetése messze meghaladna ennek az iras-
nak a kereteit). El6bb azonban tisztazni szeretnék egy lehetséges félreértést.
Az, hogy valami igazi valoszintiség-e vagy csupan "amorf elvaras", nem azon



mulik, hogy érvényes-e vagy sem. Ha pl. egy kockarol feltételezem, hogy
egyenld valoszintiséggel esik mind a hat oldalara, utobb pedig kideriil, hogy
ez nem igaz, mert a kocka cinkelt, az eredeti hibas varakozasom ettél még
valoszintiségi természetd marad. Csak az érvényessége az, ami elvész. Ugyan-
igy, a val(M|n, F') = 1/4 szubjektiv prior az urnapéldaban biztosan nem
érvényes (nem igaz), de nem ezen mulik, hogy tekinthets-e igazi valoszini-
ségnek, vagy sem.

1946-ban Richard Cox igényes bizonyitast adott arra, hogy a Bayes-tétel
a szubjektiv valosziniiségekre is alkalmazhato'. A bizonyitas a kovetkezd
harom feltevésen alapult:

1) A szubjektiv elvarasok® a mértékiik szerint sorba rendezheték: Ha X
teljesiilésére inkabb szamitunk, mint Y-éra, Y teljesiilésében pedig jobban
bizunk, mint Z megvalosulasaban, akkor X teljesiilésére inkabb szamitunk,
mint Z-ére. Ezt a feltevést matematikusabb formaban is megfogalmazhatjuk,
ha az X, az Y, a Z stb. kijelentésekhez ugy rendeliink (egyébként 6nkénye-
sen) elv(X|F), elv(Y|F), elv(Z|F) valos szamokat, hogy teljesiiljenek az

elv(X|F) > elv(Y|F) > elv(Z|F)

egyenlGtlenségek. Az elv(.|F) fiiggvény természetesen az elvaras mértékére
utal az F' nem specifikalt feltételek teljesiilése mellett. Az F-re valo utalas
biztositja, hogy a jelentGs mértékben eltérd kontextushoz tartozo elvarasok-
nak ne kelljen egymassal Gsszehasonlithatoknak lenniiik. Nehéz elképzelni
olyan koriilményeket, amelyek kozott Ossze kellene hasonlitanunk mondjuk
annak az elvarasat, hogy holnap foldrengés lesz Lisszabonban azzal, hogy a
Voyager 2 tirszonda radivadoja holnap végleg felmondja a szolgalatot.

2) Ha X bekovetkeztére van elvarasunk, akkor X elmaradasara is au-
tomatikusan rendelkeziink elvarassal.

3) Ha van elvarasunk Y teljesiilésérsl, valamint arrol, hogy X teljesiil
feltéve, hogy Y teljesiil, akkor arrol is van elvarasunk, hogy X és Y egyiittesen
teljestil.

YAm. J. Phys, 14, 1-13 (1946)

2Az angol belief sz6 pontosabban fejezi ki, hogy mire kell gondolni. A belief magyar
jelentései azonban (hit, meggy6z&dés, bizalom) olyan érzelmi toltettel rendelkeznek, ame-
lyek alkalmatlanna teszik ket egy tisztan valoszintiségszamitasi fogalom megnevezésére.
Ezért valasztottam — jobb hijan — az elvdrds nevet.



A gondolatmenetében Cox még azt is megkovetelte, hogy ha egy adott in-
formaciot tobb kiilonb6z6 modon tudunk felhasznalni, mindig ugyanazokhoz
a kovetkeztetésekhez jussunk el, akarmelyik lehetséges eljarast valasszuk is
az analizishez. Azt bizonyitotta be, hogy ha a harom feltétel teljesiil, akkor
az elv(X|F) elvarasok eleget tesznek a valosziniiségszamitas axiomainak. Igy
specialisan

elv(X|F) +elv(X|F) =1 (X a "nem X" jele),

elv(X esY|F) =elv(X|Y, F) -elv(Y|F)

Osszefiiggéseknek, és ha I bizonyosan igaz, H pedig bizonyosan hamis, akkor
elv(I|F) =1, elv(H|F) = 0.

Ezek az Osszefiiggések a valdsziniségek legalapvetébb tulajdonsagait fejezik
ki, kozottiik azt is, amelyik a Bayes-tétel igazolasdhoz sziikséges, ezért az
elv() fiiggvényeket helyettesithetjiik benniik val() fiiggvényekkel. Cox bi-
zonyitasa alapjan ezért konzisztens elvarasainkat valoban tekinthetjiik valo-
szintiségeknek.

Xk

A "bayesi modszerrel" egyre gyakrabban lehet taldlkozni az olyan pub-
likdciokban, amelyek mérések tervezésével és az eredmények kiértékelésével
foglalkoznak. Ez a modszer ugyanis jelentds mértékben kitagitja az analizis
lehetségeit, mert a problémak sokkal szélesebb korében teszi lehetévé a
valoszintiségszamitas részletesen kidolgozott, hatékony fogalmi és matemati-
kai apparatusanak alkalmazasat. Ez az ismertetés azért sziiletett meg, mert
szubjektive nagyon waldszininek tartom, hogy a szubjektiv valoszintiségek
Bayes-tételen alapuld bevezetését egyre szélesebb korben fogjak megengedett
eljarasnak tekinteni és alkalmazni.

Fiiggelék

A val(M|k,n, F') poszterior valoszintiseg — mint lattuk  szubjektiv, de
matematikailag teljesen hatarozott kifejezés, amelynek a tulajdonsagait meg
lehet vizsgalni. A fiiggelékben két olyan fontos matematikai tulajdonsigéra
mutatok ra, amelyek megerGsitenek abban, hogy nincs okunk idegenkedni a
szubjektiv valoszintiségektal.



10

A val(M|k,n, F) els6 argumentuma, az M valtozo, a 0, 1, 2, 3 értékeket
veheti fel, és a fliggvény értéke altalaban egyik M-nél sem nulla. Ezek koziil
csak az egyik egyezik meg a fehér golyok valosdgos szamaval az urnaban.
Jeloljiik ezt a szamot M-mel. A val(M|k,n, F') fiiggvény elsé tulajdonsaga,
amelyet igazolni is fogunk az, hogy amikor a probélkozasok n szama egyre
nagyobb és nagyobb, a val(M|k,n, F') értéke M = M-nél 1-hez, a t6bbi M
értéknél pedig nulldhoz tart. Tomoren ezt igy fejezhetjiik ki:

1 ha M=
lim val(M|k,n, F) = : M,
n=co 0 ha M # M.

(10)
Ennek a tulajdonsagnak az ismeretében valaszolni tudunk a kovetkez6 kérdés-
re: n elézetes hizas eredményének (a k-nak) az ismeretében mi a val(1|k, n, I)
valoszintisége® annak, hogy a kiovetkezd, (n + 1)-edik, probéalkozasnal fehér
golyot huzunk. A valaszt a

3

val(1|k,n,I) = )

M=0

%Nal(MU{;,n,F) (11)
Osszeg adja meg. A fehér golyo valdszintisége ugyanis M/3-mal egyenld, ezt
kell stlyozni a lehetséges M-ek valoszintiségével. A (10) figyelembevételével
nagy n-nél ez az osszeg az M/3 értékhez tart. Egy hosszi sorozatban
tehat a fehér golyok gyakorisagara a val(M|k,n, F') szubjektiv poszterior
valoszintiség ugyanazt az objektiv értéket szolgaltatja, mint a frekventista
felfogas — teljesen elmosodik a kiilonbség a két megkozelités kozott?,

3A fehér golyohoz az 1, a feketéhez a 0 szamot rendeljiik.

“Ilyen természetii problémaval Laplace foglalkozott elgszor. Azt a kérdést vizsgalta,
hogy ha egy ismeretlen tulajdonsagi pénzérmét n-szer feldobunk és a sorozatban k fejet
talalunk, akkor mi lesz a fej valoszintisége az (n + 1)-edik dobédsban. A pénzfeldobést
is az (1) binomidlis eloszlas irja le, ha benne M/ 3-t az érmét jellemzd p paraméterrel
helyettesitjiik, amely a (0,1) intervallumban barmilyen értéket felvehet. Ha ezt a p-t
ismerjiik, a kérdés konnyen megvélaszolhato: A fej valoszintisége minden egyes dobasban
p-vel egyenls. A p-t azonban &altaldban nem ismerjiik, erre a nagyon is valdsigos esetre
vonatkozott Laplace kérdése. Azt taldlta, hogy a keresett valosziniség (k +1)/(n + 2)-vel
egyenld. Ez a képlet tetsz6leges n-nél (n = 0-nél is) érvényes. Ebbd&l vonhaté le az a
kovetkeztetés, hogy az ismeretlen p egy hossza sorozat relativ frekvenciajaval egyenld.

Laplace ismerte a Bayes-tételt és a jelentGségével is tisztaban volt, de ebben a bizonyitas-
ban nem hasznélta fel. A Bayes-tétel kihasznalasaval a bizonyitds nagyon leegyszertistodik
és kevesebb feltevést igényel, mint amennyire Laplace-nak sziiksége volt.
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A (11) képlet azonban tetsz6leges szamu probéalkozéasra érvényes, sét, ha
a val(M|k,n, F')-t a prior valoszintiséggel helyettesitjiik benne, azt a valo-
szintiséget adja meg, amellyel a legelsd probalkozasnél huzunk fehér golyot.
Mivel a prior valoszintiségi eloszlas 1/4-del egyenld, erre a valosziniiségre

ahogy varhato, az 1/2 értéket kapjuk. Ha pedig az els6 huzas fehér
golyot eredményezett, akkor — mivel ezen az egy tényen kiviil semmiféle
mas informacionk sincs a golyok szineloszlasarol, — a mésodik hiizasban 1/2-
nél nagyobb valoszintiséggel varhatjuk (szubjektiv valosziniség!), hogy tjra
fehéret huzzunk. A (11) képlet erre a megnovekedett valoszintiségre a 7/9
értéket szolgaltatja, mert benne val(M|1,1, F) = M/6-tal egyenls. Persze
ha ismernénk M-et (a fehér kvarkok szamat a neutronban), akkor mindkeét
valoszintiség ugyanazzal az M /3-mal lenne egyenls. De most még csak a
kezdeti 1épéseket tessziik M megismerése felé: Ezért valtozik egyik 1épésrdl
a masikra a fehér golyo taldlati valoszintisége.

A (10) bizonyitasara ratérve mindenekel6tt azt kell tisztazni, hogyan
viselkedik k, amikor n a végtelenhez tart. Az M = 0 esetben a k végig
zérus, mert ekkor az urnaban egyaltalan nincs fehér golyd. Amikor pedig
M = 3, az urna csak fehér golyot tartalmaz, ezért k folyamatosan n-nel
egyenlG. A két kozbiils6 esetben k viselkedését a Nagy Szamok Torvénye
hatarozza meg, amely szerint hosszi hazéssorozatban a k/n arany ahhoz a
valoszintiséghez tart, amellyel egyszeri probalkozasnal fehér golyot hizunk:
M = 1-nél ez a valoszintiség 1/3-dal, M = 2-nél 2/3-dal egyenld.

A (8)-ra vezets gondolatmenet alapjan a poszterior valdszintiségre tet-
sz6leges k, n parnal a

val(M|k,n, F) = Ky, - M*(3 — M)"F (12)
képletet kapjuk, amelyben a normélasi tényezé
1

Bn =58 Gyt (13)

-val egyenl$ (a szumma alatti M-t azért valtoztattuk m-re, hogy nehezebb
legyen Osszetéveszteni az M véltozoval).

Targyaljuk el6szor a £ = 0 esetet, amikor az n probalkozas egyikében
sem huzunk ki fehér golyot. Ha M = 0, akkor ez biztosan igy van, de
M = 1-nél és M = 2-nél is el6fordulhat. A Nagy Szamok Torvénye alapjan
azonban ez utébbi két esetben egy k& = 0-s sorozat valoszintisége n — oo-nél
nulla. Amikor k£ = 0, a (12)-ben M = 0-nal a 0° kifejezés jelenik meg, amely
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hatarozatlan: lim, .o 2° = 1, mig lim, 0% = 0. A (12)-ben ezt a kifejezést
1-nek kell tekinteni, mert a

val(k|0,n, F) = (Z) 0k (1 — o)k

likelihood-fiiggvénybdl szarmazik, amely ~ mint a &k valészintiségi eloszlasa
1-re van normalva:

Z(Z) 0P (1= 0" =0+ (1-0))" = 1.

k=0

Az Osszeg k > 0 tagjai azonban mind nulldk, ezért a k = 0-s tag az, ami
1-gyel egyenls. Ebbél lathato, hogy az ebben a tagban szerepls 0° kifejezés
1-nek tekintendé.

Ennek ismeretében a (12)-bél nyilvanvalo, hogy

(3—M)"

val(M|0,n, F) = T

Amikor n — o0, a nevez§ els6 két tagja elhanyagolhaté a 3" mellett, ezért
ebben a hataresetben az M = 0-hoz tartoz6 val6szintiség 1-hez, a tobbi
nulldhoz tart. A most vizsgalt esetben (M = 0) a (10) szerint valoban ennek
kell torténnie. Teljesen hasonloan igazolhato (10) helyessége akkor is, amikor
k =n.

A kozbens6 tartomanyban, amikor 0 < k£ < n, (12) szerint

2n—k

W ha M = ]_,
- 2
val(M|k,n, F) sh—gr ha M =2, (14)
0 ha M =0 vagy M = 3.

Most, amikor k& nem egyenlé se 0-val, se n-nel, az n kihuzott golyo kozott
fehérek és feketék is vannak, ezért M nem lehet se 0, se 3. A (14) harmadik
sora mutatja, hogy ebben a tekintetben 6sszhangban vagyunk (10)-zel. Véges
n-nél a (14)-beli két tort egyike se nulla, de az n — oo hataresetben, a (10)-zel
ugyancsak 6sszhangban, az elsg tort 1-hez, a masodik nulldhoz tart, M = 2-
nél pedig pont megforditva. Ez annak a kdvetkezménye, hogy a Nagy Szamok
Torvénye szerint M = 1-nél k helyébe n/3-t, M = 2-nél pedig 2n/3-t kell
irnunk. A (10) érvényességét ezzel minden lehetséges esetre igazoltuk.
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A val(M|k,n, F) masik kedvez6 matematikai tulajdonsiga, amelyre a
fiiggelék elején utaltunk az, hogy a (10) képlet érvényes marad akkor is,
amikor val(M|n, F) = 1/4 helyett méasik prior valoszintiséget valasztunk.
Ez a prior 1ényegében tetszGleges lehet. Az egyetlen kikotés az, hogy egyik
M-nél se legyen pontosan nulla. Ez a tulajdonsag, amelyet numerikus szi-
mulécié segitségével lehet demonstralni, azért nagyon fontos, mert a szub-
jektiv valoszintiség kritikusainak gyakori érve, hogy a prior val6szintiség meg-
adasanak a sziikségessége elfogadhatatlan onkényességet visz bele a szami-
tasokba. Amikor azonban n elég nagy, a fiiggés a prior valoszintiségtol
mint latjuk, gyenge. Abban a nagyon gyakori esetben pedig, amikor az
n értéke korlatozott, a poszterior valdszintiséget javithatjuk azzal, hogy a
prior megvalasztasanil maximalisan kihasznaljuk az elGzetes ismereteinket
és a megalapozott elvarasainkat. Igy példaul egy kisérlet megismétlésénél a
korabbi kisérlet poszterior valosziniiségét valaszthatjuk priornak.



