
1Valószín¶ségHraskó Péter, PTE Elméleti Fizika TanszékA valószín¶ség a hétköznapi életben és a tudományban egyaránt nagy sze-repet játszik, azonban vitatott kérdés, hogy hol húzódik a határ a fogalompontos tudományos értelme és laza diszkurzív használata között. A prob-lémát egy kitalált, de azért elég realisztikus része
ske�zikai példán mutatombe. Tegyük fel, hogy egy elméleti �zikus arra a következtetésre jut, hogy aneutron tartalmaz még három eleddig ismeretlen típusú kvarkot, amelynekkét lehetséges változata van. A két változatot �zikusunk "fehér" és "fekete"kvarknak nevezte el, de nem tudta megmondani, hogy a három újfajta kvarkközött hány fehér és hány fekete van: Az elmélet mind a négy lehet®séget (0,1, 2 vagy 3 fehér kvark) egyformán megengedte.Sikerült azonban megmutatnia, hogy a fehér-fekete színmegoszlás kísér-letileg vizsgálható. Amikor ugyanis elektronokkal bombázzuk a neutronokat,az új kvarkok egyike nagyon ritkán, véletlenszer¶en, virtuális része
ske for-májában rövid id®re kilép a neutronból, és az elektron szóródni tud rajta. Afolyamatot az 1. ábra (természetesen �ktív) Feynman-gráfjai szimbolizálják.Az "elmélet" szerint a fehér és a fekete kvark különböz® módon szórja azelektronokat (az egyik mondjuk "jobbra", a másik "balra"), ezért ebb®l akísérletb®l meg lehet tudni, hány fehér és hány fekete kvark van a neutronok-ban.
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neutron neutronelektron elektron1.ábraA kísérletnek ezt az aspektusát egy egyszer¶ urna-modell szemlélteti. Egyurnában van három golyó, amelyek 
sak a színükben különböznek egymástól:



2lehetnek fehérek vagy feketék. Többször egymás után véletlenszer¶en kive-szünk egy golyót úgy, hogy miután a golyó színét feljegyeztük, rögtön visz-sza is tesszük az urnába (és az urnát természetesen minden húzás el®tt jólmegrázzuk).Mi a valószín¶sége annak, hogy n próbálkozás során k fehér golyót húzunk?A válasz nyilván attól függ, milyen a golyók színmegoszlása. Jelöljük a fehérgolyók számát M-mel (M = 0, 1, 2 vagy 3). A fekete golyók száma ekkor
(3 − M). Annak valószín¶sége, hogy egy fehér golyót húzzunk ki, M/3-mal, annak valószín¶sége pedig, hogy feketét, (1 − M/3)-mal egyenl®. Akérdésünkre � milyen valószín¶séggel lesz n kihúzott golyó között k fehér,� a binomiális eloszlás adja meg a választ:
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. (1)Ebben a képletben és a továbbiakban is minden valószín¶séget jelent®függvényt val(.|...) alakban írunk. A val() függvény argumentumát a | jelkét részre osztja. A vonaltól balra találjuk azt a változót, amelynek avalószín¶ségér®l szó van. A függ®leges vonaltól jobbra található szimbólumokazokra a feltételekre utalnak, amelyek mellett a valószín¶ségi eloszlás érvényes.Az (1) képlet pl. akkor igaz, amikor az urnában M fehér golyó van és össze-sen n-szer húzunk. A biztonság kedvéért szerepel még egy F jel is, amely�gyelmeztet rá, hogy mindig vannak spe
ializálatlan feltételek, amelyek közülkés®bb egyet vagy többet esetleg expli
ite is meg kell majd adnunk. Mivelminden valószín¶ségre egyöntet¶en a val() jelet használjuk, az argumentum-ból kell kiderülnie, minek a valószín¶ségér®l van szó.
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3Az (1) mindhárom tényez®jének világos matematikai jelentése van. Az
(M/3)k annak következménye, hogy � feltételezésünk szerint � k-szor hú-zunk fehér golyót, az (1 − M/3)n−k-ra pedig azért van szükség, mert amaradék (n − k) alkalommal fekete golyót húzunk ki. Az (

n

k

) binomiálisegyüttható veszi �gyelembe, hány különböz® sorrendben következhetnek egymásután a fehér és a fekete golyók. Ez az eloszlás helyesen van normálva, merta binomiális tétel alapján
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= 1.A 2. ábrán példaként a val(k|2, 12, F ) eloszlást ábrázoltuk.Az (1) arra jó, hogy ha M-et ismerjük, kiszámíthassuk, milyen valószí-n¶séggel húzunk n próbálkozásból k-szor fehéret. Azonban nem ez az avalószín¶ség, amelyre szükségünk van. Az M-et szeretnénk megtudni, azt,hogy hány fehér kvark van a neutronban (hány fehér golyót tartalmaz azurna). Már említettük, hogy az 1. ábrán felrajzolt folyamatok, amelyek er-r®l informálnak, nagyon ritkák, ezért a kísérlet nagyon drága (a szükségesgyorsító id® hosszú). Ezt �gyelembe véve a költségvetésünket � elég ru-galmasan � úgy állapították meg, hogy a kísérletet addig folytathatjuk,ameddig � mondjuk � 5 bennünket érdekl® folyamatot nem találunk, amiaz urnamodellben n = 5 húzásnak felel meg.Tegyük fel, hogy a kísérlet megtörtént és az 5 folyamatból 2 tartozottfehér, 3 pedig fekete kvarkhoz. Az urnamodell nyelvén ebben a helyzetben akövetkez® kérdésre kell választ találnunk: Ha n = 5 húzásból k = 2 fehéretkaptunk, akkor hány fehér golyó van az urnában (mekkora az M)?Biztosat nyilván nem mondhatunk, de esetleg kaphatunk M-re egy való-szín¶ségi eloszlást, val(M |k, n, F )-t, amely val(k|M, n, F )-t®l 
sak abban kü-lönbözik, hogy a k és az M helyet 
serélt egymással. Ez azonban egyáltalánnem lényegtelen különbség, mert a két jel a függ®leges választóvonal külön-böz® oldalán áll. A különbség illusztrálására forduljunk a ko
kadobáshoz.Annak val(6|ps) valószín¶sége, hogy 6-ost dobjunk feltéve, hogy a dobásunkpáros, 1/3-dal egyenl®, mert a ko
kán 3 páros érték található, és ezek egyen-l®en valószín¶ek. A val(ps|6) valószín¶ség viszont nyilván 1, hiszen ha 6-ostdobunk, azzal automatikusan a dobásunk páros is.A valószín¶ségszámítás ismer egy képletet, a Bayes-formulát, amely kap-
solatot teremt a val(X|Y, F ) és a val(Y |X, F ) valószín¶ségek között. A



4képlet levezetéséhez azt kell felhasználnunk, hogy a val(X|Y, F ) feltételesvalószín¶séget a
val(X|Y, F ) =

val(X és Y |F )

val(Y |F )
(val(Y |F ) 6= 0) (2)képlet segítségével számíthatjuk ki, amelyben val(X és Y |F ) az X és az Yegyüttes bekövetkezésének a valószín¶sége.A (2) igaz marad, ha az X-et és az Y -t fel
seréljük egymással:

val(Y |X, F ) =
val(Y és X|F )

val(X|F )
(val(X|F ) 6= 0).Az (X és Y ) kijelentés (vagy esemény) természetesen azonos az (Y és X) kije-lentéssel (eseménnyel). A két képletb®l ennek a kijelentésnek a valószín¶ségétkiküszöbölve jutunk el a

val(Y |X, F ) =
val(X|Y, F ) val((Y |F )

val(X|F )
(val(X|F ) 6= 0) (3)Bayes-formulához (Bayes-tételhez).Mint látjuk, ez a képlet valóban kap
solatot létesít a val(Y |X, F ) és a

val(X|Y, F ) valószín¶ség között. A ko
kadobásos feladatban például Y → 6és X → ps azonosítással ez a relá
ió természetesen teljesül, mert � mint lát-tuk, � val(6|ps, F ) = 1/3, val(ps|6, F ) = 1, és val(6|F ) = 1/6, val(ps|F ) =
1/2.Térjünk most vissza a része
ske�zikai példához (és a neki megfelel® ur-namodellhez), és a Bayes-tétel segítségével fejezzük ki val(M |k, n, F )-t az (1)binomiális eloszláson keresztül:

val(M |k, n, F ) =
val(k|M, n, F ) val(M |n, F )

val(k|n, F )
. (4)Foglalkozzunk a jobboldalon szerepl® valószín¶ségekkel. A nevez®beli valószín¶ségnem tartalmaz M-et, ezért a

3
∑

M=0

val(M |k, n, F ) = 1 (5)normálási feltétel segítségével kifejezhet® a számlálóban álló valószín¶ségekenkeresztül:
val(k|n, F ) =
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val(k|M, n, F ) val(M |n, F ). (6)



5A számláló els® tényez®je formailag azonos az (1) függvénnyel, de �az (1)-t®l eltér®en, � itt nem k függvényeként kell érteni (�x M mellett),hanem M függvényeként rögzített k-nál. A két függvény tehát ugyanabbanaz értelemben különbözik egymástól, mint az xn, amikor a független változó x(hatványfüggvény), és amikor a független változó n (exponen
iális függvény).A val(k|M, n, F )-nek is 
élszer¶ a két esetben különböz® elnevezést adni.A (4)-ben, amikor a független változó M (rögzített k mellett), likelihood-függvény a neve (magyarul is!), míg az (1)-ben a k valószín¶ségi eloszlásánakhívjuk.A (4) számlálójának els® tényez®je tehát a likelihood-függvény, amit is-merünk. A második tényez® mibenlétét kell még tisztáznunk. Ez a tényez®� a baloldalhoz hasonlóan � valószín¶ségi eloszlás M-ben, ezért eleget kelltennie a
3

∑

M=0

val(M |n, F ) = 1 (7)normálási feltételnek. A (4)-ben a baloldali és a számlálóbeli M-eloszlásközött az a különbség, hogy az el®bbiben már �gyelembe vettük a meg-�gyelés (szóráskísérlet, urnakísérlet) eredményét (poszterior valószín¶ség),míg az utóbbi 
sak azokat az ismereteket tartalmazza, amelyekkel a kísérletelvégzése el®tt is rendelkeztünk (prior valószín¶ség). A Bayes-formula teháta kísérletezés lényegét fejezi ki tömör matematikai formában: Egy kísérletértelme ugyanis az, hogy a meglév® ismereteinket korrigálja.Mint már mondottuk, az elképzelt kísérletünkben 5 próbálkozásból 2golyó bizonyult fehérnek. A likelihood-függvényünk ekkor
val(2|M, 5, F ) =
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M2(3 − M)3.Mi lesz a prior? A kísérlet el®tt fogalmunk sin
s róla, milyen a színeloszlás.Ezt a teljes tudatlanságot valószín¶leg akkor fejezzük ki megfelel® módon, hakezdetben mind a négy lehetséges M-et egyenl®en valószín¶nek tekintjük:
val(M |n, F ) =

1

4(ez a valószín¶ség semmiképpen sem függhet attól, hogy a kés®bb elvégzend®kísérletben mekkora lesz az n).Mindezeket (4)-be helyettesítve a keresett valószín¶ségre a
val(M |2, 5, F ) = K · M2(3 − M)3 (8)



6képletet kapjuk. A K-ra az (5) normálási feltételb®l a
K =

1

12 · 23 + 22 · 13
=

1

12érték adódik. Így végül
val(M |2, 5, F ) =

1

12
M2(3 − M)3. (9)Ezt a valószín¶ségi eloszlást a 3. ábrán láthatjuk. Mivel fehér golyót is,feketét is húztunk, ezért bizonyos, hogy M nem lehet egyenl® se nullával, sehárommal, és a kísérlet szerint az urna kétszer olyan valószín¶séggel tartal-maz egy fehér golyót, mint kett®t. Ez ugyan távol van a bizonyosságtól, derésze
ske�zikusunk számára jelenthet értékes informá
iót.
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00 3.ábra***Ez az a pont, ahol visszatérhetünk a legels® bekezdésben felvetett prob-lémához. A helyzet ugyanis az, hogy a valószín¶ségszámítás m¶vel®inekóriási többsége szerint a (9) képlet tökéletesen értelmetlen, mert annak, hogya neutronban hány fehér kvark van, nin
s valószín¶sége, hiszen ez a szám nema véletlenen múlik, hanem határozottan nulla, vagy egy, vagy kett®, vagyhárom. Ugyanez a helyzet természetesen az urnával is. Bizonytalanságrólés valószín¶ségr®l itt 
sak a színeloszlásra vonatkozó tudásunk kap
sán lehet



7szó, ami azonban esetleges, szubjektív dolog (szubjektív valószín¶ség). Aze�ajta szubjektív elvárást szigorúan véve nem is lenne jogos valószín¶ségnekhívni, mert egyáltalán nem lehetünk biztosak benne, hogy alkalmazhatók ráa valószín¶ségszámítás tételei, konkréten például a Bayes-formula.A (9)-
el ellentétben � folytatódik az érvelés, � az (1) binomiális eloszlása véletlenen múló objektív valószín¶séget fejez ki, hiszen ugyanazt a kísér-letet sokszor megismételve ellen®rizhet® a helyessége. A legegyszer¶bb eset-ben például, amikor 
sak egyszer próbálkozunk (n = 1), a képlet szerint
val(1|M, 1, F ) = M/3 valószín¶séggel húzunk fehér golyót. Az M itt ter-mészetesen tökéletesen határozott szám, ha az urnában mondjuk 
sak 1 fe-hér golyó van, akkor 1/3. A kísérletet akárhányszor megismételhetjük ésempirikusan meghatározhatjuk a fehér golyók el®fordulásának relatív gyako-riságát. Azt fogjuk találni, hogy a húzások számának a növelésekor a relatívgyakoriság 1/3-hoz tart, ahogy ezt a valószín¶ség intuitív jelentése alapjánvárjuk is, és ez teljesen független attól, mit tudunk vagy gondolunk a szín-megoszlásról az urnában.A relatív gyakoriságként értelmezett valószín¶ségekr®l (objektív valószí-n¶ség) nagyon könny¶ belátni, hogy eleget tesznek a valószín¶ségszámítás ax-iómáinak, és ennek következtében természetesen a Bayes-formulának is. An-nak val(ps|F ) valószín¶sége például, hogy egy ko
kával párost dobunk, vagyaz a val(6|F ), hogy 6-ost dobunk vele, nyilvánvalóan objektív valószín¶ségek.Ezért nem meglep®, hogy a Bayes-formula érvényes rájuk. A val(k|M, n, F )-fel és a val(M |k, n, F )-fel azonban nem ez a helyzet, mert közülük 
sak azels® objektív.Lehet-e bármit is felhozni ezzel az objektív ("frekventista") néz®ponttalszemben a szubjektív ("bayesi") felfogás védelmében? Meg lehet példáuljegyezni, hogy a relatív frekven
iát 
sak végtelen hosszú kísérletsorozatbanlehet pontosan azonosítani a valószín¶séggel. Ilyen sorozatok azonban 
sak aképzeletünkben léteznek, ezért a frekventista felfogás is tartalmaz szubjektívelemet. Elképzelhet® azonban ennél konstruktívabb ellenvetés is: Az, hasikerülne megmutatni, hogy a szubjektív valószín¶ség is rendelkezik azokkal atulajdonságokkal, amelyek elégségesek a Bayes-tétel igazolásához.Több olyan gondolatmenet is ismeretes, amelyek elég meggy®z®en demon-strálják, hogy valóban ez a helyzet. Az alábbiakban � befejezésül, � rö-viden kitérek az egyikre (azért 
sak röviden és vázlatosan, mert a gondo-latmenet nehéz, és részletes ismertetése messze meghaladná ennek az írás-nak a kereteit). El®bb azonban tisztázni szeretnék egy lehetséges félreértést.Az, hogy valami igazi valószín¶ség-e vagy 
supán "amorf elvárás", nem azon



8múlik, hogy érvényes-e vagy sem. Ha pl. egy ko
káról feltételezem, hogyegyenl® valószín¶séggel esik mind a hat oldalára, utóbb pedig kiderül, hogyez nem igaz, mert a ko
ka 
inkelt, az eredeti hibás várakozásom ett®l mégvalószín¶ségi természet¶ marad. Csak az érvényessége az, ami elvész. Ugyan-így, a val(M |n, F ) = 1/4 szubjektív prior az urnapéldában biztosan nemérvényes (nem igaz), de nem ezen múlik, hogy tekinthet®-e igazi valószín¶-ségnek, vagy sem.1946-ban Ri
hard Cox igényes bizonyítást adott arra, hogy a Bayes-tétela szubjektív valószín¶ségekre is alkalmazható1. A bizonyítás a következ®három feltevésen alapult:1) A szubjektív elvárások2 a mértékük szerint sorba rendezhet®k: Ha Xteljesülésére inkább számítunk, mint Y -éra, Y teljesülésében pedig jobbanbízunk, mint Z megvalósulásában, akkor X teljesülésére inkább számítunk,mint Z-ére. Ezt a feltevést matematikusabb formában is megfogalmazhatjuk,ha az X, az Y , a Z stb. kijelentésekhez úgy rendelünk (egyébként önkénye-sen) elv(X|F ), elv(Y |F ), elv(Z|F ) valós számokat, hogy teljesüljenek az
elv(X|F ) > elv(Y |F ) > elv(Z|F )egyenl®tlenségek. Az elv(.|F ) függvény természetesen az elvárás mértékéreutal az F nem spe
i�kált feltételek teljesülése mellett. Az F -re való utalásbiztosítja, hogy a jelent®s mértékben eltér® kontextushoz tartozó elvárások-nak ne kelljen egymással összehasonlíthatóknak lenniük. Nehéz elképzelniolyan körülményeket, amelyek között össze kellene hasonlítanunk mondjukannak az elvárását, hogy holnap földrengés lesz Lisszabonban azzal, hogy aVoyager 2 ¶rszonda rádióadója holnap végleg felmondja a szolgálatot.2) Ha X bekövetkeztére van elvárásunk, akkor X elmaradására is au-tomatikusan rendelkezünk elvárással.3) Ha van elvárásunk Y teljesülésér®l, valamint arról, hogy X teljesülfeltéve, hogy Y teljesül, akkor arról is van elvárásunk, hogy X és Y együttesenteljesül.1Am. J. Phys, 14, 1-13 (1946)2Az angol belief szó pontosabban fejezi ki, hogy mire kell gondolni. A belief magyarjelentései azonban (hit, meggy®z®dés, bizalom) olyan érzelmi töltettel rendelkeznek, ame-lyek alkalmatlanná teszik ®ket egy tisztán valószín¶ségszámítási fogalom megnevezésére.Ezért választottam � jobb híján � az elvárás nevet.



9A gondolatmenetében Cox még azt is megkövetelte, hogy ha egy adott in-formá
iót több különböz® módon tudunk felhasználni, mindig ugyanazokhoza következtetésekhez jussunk el, akármelyik lehetséges eljárást válasszuk isaz analízishez. Azt bizonyította be, hogy ha a három feltétel teljesül, akkoraz elv(X|F ) elvárások eleget tesznek a valószín¶ségszámítás axiómáinak. Ígyspe
iálisan
elv(X|F ) + elv(X|F ) = 1 (X a "nem X" jele),

elv(X és Y |F ) = elv(X|Y, F ) · elv(Y |F )összefüggéseknek, és ha I bizonyosan igaz, H pedig bizonyosan hamis, akkor
elv(I|F ) = 1, elv(H|F ) = 0.Ezek az összefüggések a valószín¶ségek legalapvet®bb tulajdonságait fejezikki, közöttük azt is, amelyik a Bayes-tétel igazolásához szükséges, ezért az

elv() függvényeket helyettesíthetjük bennük val() függvényekkel. Cox bi-zonyítása alapján ezért konzisztens elvárásainkat valóban tekinthetjük való-szín¶ségeknek. ***A "bayesi módszerrel" egyre gyakrabban lehet találkozni az olyan pub-liká
iókban, amelyek mérések tervezésével és az eredmények kiértékelésévelfoglalkoznak. Ez a módszer ugyanis jelent®s mértékben kitágítja az analízislehet®ségeit, mert a problémák sokkal szélesebb körében teszi lehet®vé avalószín¶ségszámítás részletesen kidolgozott, hatékony fogalmi és matemati-kai apparátusának alkalmazását. Ez az ismertetés azért született meg, mertszubjektíve nagyon valószín¶nek tartom, hogy a szubjektív valószín¶ségekBayes-tételen alapuló bevezetését egyre szélesebb körben fogják megengedetteljárásnak tekinteni és alkalmazni.FüggelékA val(M |k, n, F ) poszterior valószín¶ség � mint láttuk � szubjektív, dematematikailag teljesen határozott kifejezés, amelynek a tulajdonságait meglehet vizsgálni. A függelékben két olyan fontos matematikai tulajdonságáramutatok rá, amelyek meger®sítenek abban, hogy nin
s okunk idegenkedni aszubjektív valószín¶ségekt®l.



10A val(M |k, n, F ) els® argumentuma, az M változó, a 0, 1, 2, 3 értékeketveheti fel, és a függvény értéke általában egyik M-nél sem nulla. Ezek közül
sak az egyik egyezik meg a fehér golyók valóságos számával az urnában.Jelöljük ezt a számot M-mel. A val(M |k, n, F ) függvény els® tulajdonsága,amelyet igazolni is fogunk az, hogy amikor a próbálkozások n száma egyrenagyobb és nagyobb, a val(M |k, n, F ) értéke M = M-nél 1-hez, a többi Mértéknél pedig nullához tart. Tömören ezt így fejezhetjük ki:
lim

n→∞

val(M |k, n, F ) =

{

1 ha M = M,

0 ha M 6= M.
(10)Ennek a tulajdonságnak az ismeretében válaszolni tudunk a következ® kérdés-re: n el®zetes húzás eredményének (a k-nak) az ismeretében mi a val(1|k, n, I)valószín¶sége3 annak, hogy a következ®, (n + 1)-edik, próbálkozásnál fehérgolyót húzunk. A választ a

val(1|k, n, I) =

3
∑

M=0

M

3
· val(M |k, n, F ) (11)összeg adja meg. A fehér golyó valószín¶sége ugyanis M/3-mal egyenl®, eztkell súlyozni a lehetséges M-ek valószín¶ségével. A (10) �gyelembevételévelnagy n-nél ez az összeg az M/3 értékhez tart. Egy hosszú sorozatbantehát a fehér golyók gyakoriságára a val(M |k, n, F ) szubjektív poszteriorvalószín¶ség ugyanazt az objektív értéket szolgáltatja, mint a frekventistafelfogás � teljesen elmosódik a különbség a két megközelítés között4.3A fehér golyóhoz az 1, a feketéhez a 0 számot rendeljük.4Ilyen természet¶ problémával Lapla
e foglalkozott el®ször. Azt a kérdést vizsgálta,hogy ha egy ismeretlen tulajdonságú pénzérmét n-szer feldobunk és a sorozatban k fejettalálunk, akkor mi lesz a fej valószín¶sége az (n + 1)-edik dobásban. A pénzfeldobástis az (1) binomiális eloszlás írja le, ha benne M/ 3-t az érmét jellemz® p paraméterrelhelyettesítjük, amely a (0, 1) intervallumban bármilyen értéket felvehet. Ha ezt a p-tismerjük, a kérdés könnyen megválaszolható: A fej valószín¶sége minden egyes dobásban

p-vel egyenl®. A p-t azonban általában nem ismerjük, erre a nagyon is valóságos esetrevonatkozott Lapla
e kérdése. Azt találta, hogy a keresett valószín¶ség (k + 1)/(n + 2)-velegyenl®. Ez a képlet tetsz®leges n-nél (n = 0-nál is) érvényes. Ebb®l vonható le az akövetkeztetés, hogy az ismeretlen p egy hosszú sorozat relatív frekven
iájával egyenl®.Lapla
e ismerte a Bayes-tételt és a jelent®ségével is tisztában volt, de ebben a bizonyítás-ban nem használta fel. A Bayes-tétel kihasználásával a bizonyítás nagyon leegyszer¶södikés kevesebb feltevést igényel, mint amennyire Lapla
e-nak szüksége volt.



11A (11) képlet azonban tetsz®leges számú próbálkozásra érvényes, s®t, haa val(M |k, n, F )-t a prior valószín¶séggel helyettesítjük benne, azt a való-szín¶séget adja meg, amellyel a legels® próbálkozásnál húzunk fehér golyót.Mivel a prior valószín¶ségi eloszlás 1/4-del egyenl®, erre a valószín¶ségre� ahogy várható, � az 1/2 értéket kapjuk. Ha pedig az els® húzás fehérgolyót eredményezett, akkor � mivel ezen az egy tényen kívül semmifélemás informá
iónk sin
s a golyók színeloszlásáról, � a második húzásban 1/2-nél nagyobb valószín¶séggel várhatjuk (szubjektív valószín¶ség!), hogy újrafehéret húzzunk. A (11) képlet erre a megnövekedett valószín¶ségre a 7/9értéket szolgáltatja, mert benne val(M |1, 1, F ) = M/6-tal egyenl®. Perszeha ismernénk M-et (a fehér kvarkok számát a neutronban), akkor mindkétvalószín¶ség ugyanazzal az M/3-mal lenne egyenl®. De most még 
sak akezdeti lépéseket tesszük M megismerése felé: Ezért változik egyik lépésr®la másikra a fehér golyó találati valószín¶sége.A (10) bizonyítására rátérve mindenekel®tt azt kell tisztázni, hogyanviselkedik k, amikor n a végtelenhez tart. Az M = 0 esetben a k végigzérus, mert ekkor az urnában egyáltalán nin
s fehér golyó. Amikor pedig
M = 3, az urna 
sak fehér golyót tartalmaz, ezért k folyamatosan n-nelegyenl®. A két közbüls® esetben k viselkedését a Nagy Számok Törvényehatározza meg, amely szerint hosszú húzássorozatban a k/n arány ahhoz avalószín¶séghez tart, amellyel egyszeri próbálkozásnál fehér golyót húzunk:
M = 1-nél ez a valószín¶ség 1/3-dal, M = 2-nél 2/3-dal egyenl®.A (8)-ra vezet® gondolatmenet alapján a poszterior valószín¶ségre tet-sz®leges k, n párnál a

val(M |k, n, F ) = Kkn · Mk(3 − M)n−k (12)képletet kapjuk, amelyben a normálási tényez®
Kkn =

1
∑

3

m=0
mk(3 − m)n−k

(13)-val egyenl® (a szumma alatti M-t azért változtattuk m-re, hogy nehezebblegyen összetéveszteni az M változóval).Tárgyaljuk el®ször a k = 0 esetet, amikor az n próbálkozás egyikébensem húzunk ki fehér golyót. Ha M = 0, akkor ez biztosan így van, de
M = 1-nél és M = 2-nél is el®fordulhat. A Nagy Számok Törvénye alapjánazonban ez utóbbi két esetben egy k = 0-s sorozat valószín¶sége n → ∞-nélnulla. Amikor k = 0, a (12)-ben M = 0-nál a 00 kifejezés jelenik meg, amely



12határozatlan: limx→0 x0 = 1, míg limx→0 0x = 0. A (12)-ben ezt a kifejezést1-nek kell tekinteni, mert a
val(k|0, n, F ) =

(

n

k

)

· 0k · (1 − 0)n−klikelihood-függvényb®l származik, amely � mint a k valószín¶ségi eloszlása� 1-re van normálva:
n

∑

k=0

(

n

k

)

· 0k · (1 − 0)n−k = [0 + (1 − 0)]n = 1.Az összeg k > 0 tagjai azonban mind nullák, ezért a k = 0-s tag az, ami1-gyel egyenl®. Ebb®l látható, hogy az ebben a tagban szerepl® 00 kifejezés1-nek tekintend®.Ennek ismeretében a (12)-b®l nyilvánvaló, hogy
val(M |0, n, F ) =

(3 − M)n

1n + 2n + 3n
.Amikor n → ∞, a nevez® els® két tagja elhanyagolható a 3n mellett, ezértebben a határesetben az M = 0-hoz tartozó valószín¶ség 1-hez, a többinullához tart. A most vizsgált esetben (M = 0) a (10) szerint valóban ennekkell történnie. Teljesen hasonlóan igazolható (10) helyessége akkor is, amikor

k = n.A közbens® tartományban, amikor 0 < k < n, (12) szerint
val(M |k, n, F ) =























2n−k

2n−k + 2k
ha M = 1,

2k

2n−k + 2k
ha M = 2,

0 ha M = 0 vagy M = 3.

(14)Most, amikor k nem egyenl® se 0-val, se n-nel, az n kihúzott golyó közöttfehérek és feketék is vannak, ezért M nem lehet se 0, se 3. A (14) harmadiksora mutatja, hogy ebben a tekintetben összhangban vagyunk (10)-zel. Véges
n-nél a (14)-beli két tört egyike se nulla, de az n → ∞ határesetben, a (10)-zelugyan
sak összhangban, az els® tört 1-hez, a második nullához tart, M = 2-nél pedig pont megfordítva. Ez annak a következménye, hogy a Nagy SzámokTörvénye szerint M = 1-nél k helyébe n/3-t, M = 2-nél pedig 2n/3-t kellírnunk. A (10) érvényességét ezzel minden lehetséges esetre igazoltuk.



13A val(M |k, n, F ) másik kedvez® matematikai tulajdonsága, amelyre afüggelék elején utaltunk az, hogy a (10) képlet érvényes marad akkor is,amikor val(M |n, F ) = 1/4 helyett másik prior valószín¶séget választunk.Ez a prior lényegében tetsz®leges lehet. Az egyetlen kikötés az, hogy egyik
M-nél se legyen pontosan nulla. Ez a tulajdonság, amelyet numerikus szi-mulá
ió segítségével lehet demonstrálni, azért nagyon fontos, mert a szub-jektív valószín¶ség kritikusainak gyakori érve, hogy a prior valószín¶ség meg-adásának a szükségessége elfogadhatatlan önkényességet visz bele a számí-tásokba. Amikor azonban n elég nagy, a függés a prior valószín¶ségt®l �mint látjuk, � gyenge. Abban a nagyon gyakori esetben pedig, amikor az
n értéke korlátozott, a poszterior valószín¶séget javíthatjuk azzal, hogy aprior megválasztásánál maximálisan kihasználjuk az el®zetes ismereteinketés a megalapozott elvárásainkat. Így például egy kísérlet megismétlésénél akorábbi kísérlet poszterior valószín¶ségét választhatjuk priornak.


